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legal conhecer um grande pesquisador com esta postura tão bacana. Este é um dos exemplos
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temática sólida ainda na graduação e mestrado, de forma que eu pudesse chegar no doutorado
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Resumo

Neste trabalho comparamos os diferentes critérios de convergência dispońıveis para o gás
de poĺımeros com interações do tipo caroço duro, com ênfase ao caso onde os poĺımeros são
subconjuntos finitos de um conjunto enumerável (e.g. expansão em contornos e mais geralmente
expansões de altas e baixas temperaturas). Em ordem crescente de eficiência, estes critérios
são: (i) Critério de Dobrushin, obtido por um argumento simples de indução; (ii) Critério de
Gruber-Kunz, obtido através do uso das equações de Kirkwood-Salzburg, e (iii) o Critério de
Fernández-Procacci, obtido via combinatória e controle dos termos da expansão. Mostraremos
que quando os poĺımeros são subconjuntos finitos o critério de Fernández-Procacci pode ser
provado usando uma adaptação do argumento indutivo de Dobrushin e, de maneira alternativa
e mais elementar, controlando equações do tipo Kirkwood-Salzburg. Além disso mostraremos
que, para o caso geral de poĺımeros abstratos, esta maneira alternativa nos fornece a mesma
região de convergência do argumento dado por Dobrushin.

Através do critério de Fernández-Procacci para a analiticidade do logaritmo da função
partição do gás abstrato de poĺımeros e usando uma conexão entre um antigo resultado de
Shearer e o Lema Local de Lovász com o polinômio de conjuntos independentes de grafos, e
consequentemente como observaram Scott e Sokal, com a função partição de um gás de rede
com interação do tipo caroço duro em grafos, nós obtemos um versão mais eficiente do Lema
Local de Lovász. Como aplicação obtemos cotas melhores para a existência de matrizes do tipo
latin transversal.

4



Abstract

We compare the different convergence criteria available for cluster expansions of polymer
gases subjected to hard-core exclusions, with emphasis on polymers defined as finite subsets of
a countable set (e.g. contour expansions and more generally high- and low-temperature expan-
sions). In order of increasing strength, these criteria are: (i) Dobrushin criterion, obtained by a
simple inductive argument; (ii) Gruber-Kunz criterion, obtained through the use of Kirkwood-
Salzburg equations, and (iii) Fernández-Procacci criterion, obtained via direct combinatorial
handling of the terms of the expansion. We show that for subset polymers the Fernández-
Procacci criterion can be proved both by a suitable adaptation of Dobrushin inductive argument
and by an alternative and more elementary handling of the Kirkwood-Salzburg equations. In
addition we show that for general abstract polymers this alternative treatment leads to the same
convergence region as the inductive Dobrushin argument.

Through the Fernández-Procacci criterion for the analyticity of the logarithm of the partition
function of the abstract polymer gas and using a connection between an old result by Shearer
and the Lovász Local Lemma with the independent set polynomial on graphs, and consequently,
as observed by Scott and Sokal, with the partition function of the hard core lattice gas on graphs,
we get an improved version of the Lovász Local Lemma. As an application we obtain tighter
bounds on conditions for the existence of latin transversal matrices.
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Introdução 8

1 A Expansão do Gás de Poĺımeros Abstratos 12
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Introdução

Com origem na F́ısica, os métodos perturbativos então chamados de Cluster Expansion consti-
tuem hoje um conjunto de poderosas técnicas usadas em diversas áreas tais como F́ısica-
Matemática, em particular Mecânica Estat́ıstica [55, 65, 70] e Teoria dos Campos [68], bem
como Probabilidade [31], Combinatória [9, 67], Teoria Ergódica [8], Teoria dos Grafos [11], entre
outras.

Os resultados obtidos em cada uma destas áreas têm conseqüências nas outras e vice-versa.
Muitas vezes a ligação entre elas é feita através da expansão em poĺımeros que foi desenvolvida
originalmente na área de Mecânica Estat́ıstica Rigorosa, mas que pode ser reinterpretada e útil
em um contexto aparentemente completamente diferente.

O objetivo no ińıcio era expressar potenciais termodinâmicos via séries anaĺıticas na teoria
dos gases. As idéias iniciais remontam aos trabalhos de Mayer e Montroll da década de 40
[50, 51].

Os primeiros resultados rigorosos surgiram nos anos sessenta e setenta e usavam uma abor-
dagem em certo sentido indireta: o Método das Equações de Kirkwood-Salzburg [43, 35, 46, 50,
49, 58, 65, 68]. Essa técnica consiste em modelar o problema usando um espaço de Banach e
um operador nele definido, escrevendo equações envolvendo as funções de correlação do sistema
com o objetivo de mostrar a analiticidade em determinada região dos parâmetros. O método é
de certa forma indireto, pois não é feito um controle dos coeficientes da série em si.

Na década de oitenta uma nova proposta, mais direta em certos aspectos, ganhou força. O
método consistia em utilizar identidades do tipo grafo-árvore e cotar os coeficientes das séries da
pressão [7, 15, 17]. Esta abordagem era chamada muitas vezes de método direto pois consistia
em usar as identidades do tipo grafo-árvore para estimar diretamente os coeficientes de Ursell
da série da pressão.

Dentro da Cluster Expansion, merece destaque um modelo chamado de gás de poĺımeros. O
gás de poĺımeros é um modelo discreto que tem um papel fundamental em Mecânica Estat́ıstica
e Teoria dos Campos, pois inúmeros modelos destas áreas podem ser reformulados em termos
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deste. Entre os exemplos figuram sistemas de spin tanto de curto quanto de longo alcance, spin
limitado ou não, teorias escalares dos campos, sistemas fermiônicos etc. O gás de poĺımeros foi
originariamente introduzido por Gruber e Kunz [43] em 1971. No artigo original, os poĺımeros
eram subconjuntos finitos da rede cúbica d-dimensional. Em 1985, Kotecky e Preiss [48] pro-
puseram um modelo abstrato no qual os poĺımeros eram simplesmente elementos pertecentes a
um conjunto enumerável P, o conjunto dos poĺımeros, cuja única estrutura era constitúıda por
uma relação simétrica e reflexiva em P, que eles chamaram de relação de incompatibilidade.

O ponto central no estudo do gás de poĺımeros é analisar a convergência da série de pressão
deste gás tentando produzir um critério de convergência baseado em uma relação envolvendo
as atividades dos poĺımeros. A idéia é que este critério possa ser sucessivamente aplicado a
qualquer modelo espećıfico, uma vez reformulado em termos de gás de poĺımeros.

No artigo original de Gruber e Kunz o critério de convêrgência foi obtido através do método
das equações de Kirkwood-Salzburg. Anos depois, critérios similares para o gás de poĺımeros
de Gruber e Kunz foram obtidos também via o método direto (i.e. via identidades do tipo
grafo-árvore) por Cammarota [17].

Por outro lado, no estudo do gás de poĺımeros abstratos elaborado em [48] foi utilizada uma
abordagem totalmente nova baseada na fórmula da inversão de Möbius. Os autores avisam
logo no abstract que não usam nem as equações de Kirkwood-Salzburg e tampouco controlam
as séries usando argumentos de combinatória e identidades grafo-árvore. Através desta nova
abordagem, Kotecký e Preiss produziram um critério de convergência (aparentemente) melhor
do que todos os apresentados até o momento.

Na década seguinte, Roland Dobrushin obtém um novo critério para o gás de poĺımeros
abstratos que melhora levemente o Critério de Kotecký-Preiss através de uma prova bem mais
elementar baseada apenas no prinćıpio da indução e também prova o Critério de Kotecký-Preiss
desta forma [21, 22]. O Critério de Dobrushin não teve a mesma receptividade da comunidade
que seu antecessor pois sua aplicação a problemas concretos era menos imediata e, na maioria
das vezes, se mostrava equivalente ao critério de Kotecký-Preiss nos problemas de interesse em
Mecânica Estat́ıstica e Teoria de Campos. Recentemente, novas provas por indução do Critério
de Kotecký-Preiss e do Critério de Dobrushin surgiram [55, 52, 67].

Em 1999, Procacci e Scoppola [63] provam o critério de Kotecký-Preiss através do controle
da série usando identidades do tipo grafo-árvore em um contexto um pouco menos abstrato: o
gás de subconjuntos finitos da rede. Isso deixava o método direto usando combinatória e árvores
em situação de igualdade em relação à maneira de provar este critério de convergência, pelo
menos neste caso.

Porém, em 2007, Fernández e Procacci [32], usando esta abordagem combinatória e uma
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identidade devida a Penrose [58], obtêm um novo critério de convergência para o gás de poĺımeros
abstratos e também mostram, de maneira clara, a relação entre os critérios até então conhecidos
neste caso mais geral. O Critério de Fernández-Procacci é melhor do que o Critério de Dobrushin
que, por sua vez, é mais eficiente do que Kotecký-Preiss.

Neste trabalho ainda é trazido à tona um critério obtido em 1971 por Gruber e Kunz [43]
para o gás de subconjuntos finitos da rede. Este critério já era melhor do que os critérios até
o presente momento porém, aparentemente, havia cáıdo no esquecimento. Ele foi obtido por
Gruber e Kunz via o antigo método das equações de Kirkwood-Salzburg e, surpreendentemente,
Fernández e Procacci, ao aplicarem o novo critério ao gás de subconjuntos finitos, chegaram na
mesma cota.

Posto isso, é natural se perguntar se as equações de Kirkwood-Salzburg podem ser aplicadas
ao gás de poĺımeros abstratos e se estas reproduzem o Critério de Fernández-Procacci. E ainda,
onde se situa a abordagem mais simples da indução neste contexto e se é posśıvel obter o novo
critério através do método indutivo.

Responderemos estas perguntas neste trabalho.

De fato, conseguimos uma substancial simplificação da prova de Gruber e Kunz para o caso
do gás de subconjuntos finitos. Também mostramos que nossa prova pode ser adaptada ao gás
de poĺımeros abstratos. A abordagem do método de Kirkwood-Salzburg no caso de poĺımeros
abstratos acaba produzindo o Critério de Dobrushin e não o Critério de Fernández-Procacci.

Mostraremos que é posśıvel provar por indução o Critério de Gruber-Kunz redescoberto por
Fernández e Procacci no caso do gás de subconjuntos finitos, respondendo a uma pergunta que
intrigava especialistas da área, entre eles Alan Sokal e o próprio Roman Kotecký.

A expansão em poĺımeros possui uma inesperada e surpreendente ligação com o então cha-
mado Método Probabiĺıstico [4], desenvolvido pelo famoso matemático Paul Erdös [16, 56]. A
relação entre essas duas teorias demorou vinte anos para ser estabelecida, sendo feita por Scott e
Sokal em 2005 [67]. Eles estabeleceram a conexão entre a Teoria dos Gases de Rede e um resul-
tado de Shearer de 1985 [69] usando, fundamentalmente, o fato de que o polinômio de conjuntos
independentes da Teoria dos Grafos é simplesmente a função partição do gás de rede.

O Método Probabiĺıstico foi popularizado por Erdös quando este resolveu uma série de
problemas de combinatória e Teoria dos Grafos usando a técnica que, na essência, diz que na
dificuldade de exibir determinado objeto (estruturas discretas, grafos com determinadas proprie-
dades etc), cria-se um espaço de probabilidade onde se mostra que o conjunto dos objetos com
as propriedades procuradas tem probabilidade positiva; então, em particular, existe tal objeto.

Scott e Sokal mostraram que o Critério de Dobrushin é “equivalente”a um dos principais
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teoremas que sustentam o Método Probabiĺıstico: o Lema Local de Lovász.

Tendo em vista que o Critério de Fernández-Procacci é mais eficiente do que o Critério de
Dobrushin, é de se esperar que exista um teorema melhor do que o célebre e vastamente utilizado
Lema de Lovász proveniente deste novo critério, provaremos também este resultado.

O texto é organizado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 provamos todos os critérios de convergência: Kotecký-Preiss, Dobrushin e,
por fim, o novo critério de Fernández-Procacci segundo a formulação apresentada em [32].

No Caṕıtulo 2 estudamos o Método das equações de Kirkwood-Salzburg e é dada uma prova
do Critério de Dobrushin no caso abstrato usando este método, além de uma nova prova, bem
mais simples, no caso do gás de subconjuntos finitos da rede.

Em seguida, no Caṕıtulo 3, apresentamos provas por indução dos critérios de convergência.
A prova do Critério de Gruber e Kunz, redescoberto por Fernández e Procacci, é feita no caso
do gás de subconjuntos finitos da rede.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, usamos o Critério de Fernández-Procacci para provar uma versão
melhor do Lema Local de Lovász.
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Caṕıtulo 1

A Expansão do Gás de Poĺımeros

Abstratos

O modelo do gás de poĺımeros abstratos foi proposto primeiramente por Kotecký e Preiss em
[48] na tentativa de desenvolver uma teoria geral que englobasse os vários modelos de Mecânica
Estat́ıstica e Teoria de Campos. Este caṕıtulo é dedicado ao estudo dos critérios de convergência
para este modelo. O objetivo do caṕıtulo é expor de uma maneira mais elementar o critério de
convergência de Fernández-Procacci [32] e é baseado em [59].

O modelo do gás de poĺımeros abstratos é composto por um conjunto P enumerável, cujos
elementos são chamados de poĺımeros, e uma relação simétrica e reflexiva RV ⊂ P × P.

Quando (γ, γ′) ∈ RV , escrevemos γ 6∼ γ′ e dizemos que γ e γ′ são incompat́ıveis. Do
contrário, se (γ, γ′) /∈ RV dizemos que os poĺımeros γ e γ′ são compat́ıveis e denotamos γ ∼ γ′.

Indexamos a relação por V , pois ela é determinada quando for dado um potencial de interação
de pares V (γ, γ′) assumindo valores no conjunto {0,+∞}, ou seja, repulsivo e do tipo caroço
duro.

A compatibilidade entre os poĺımeros, ou seja, a relação RV , fica inteiramente determinada
quando fixado um potencial deste tipo, de fato: (γ, γ′) /∈ RV se, e somente, V (γ, γ′) = 0 e,
neste caso, os poĺımeros γ e γ′ são compat́ıveis. Analogamente, V (γ, γ′) = +∞ se, e somente
se, γ � γ′, ou seja, (γ, γ′) ∈ RV .

Note que a hipótese de que RV é reflexiva implica γ � γ′, ∀ γ ∈ P.

Também assumimos que em P é definida uma função ρ : P → (0,∞) : γ 7→ ργ . O número po-
sitivo ργ é chamado de atividade associada ao poĺımero γ. De fato, apesar de nas aplicações f́ısicas
a atividade de um poĺımero ser um valor positivo, vamos tratar de atividades mais gerais, em
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CP . O papel das atividades positivas tem destaque pois estaremos interessados na convergência
absoluta das séries, ou seja, nosso objetivo será determinar polidiscos {zγ : |zγ | ≤ ργ} onde a
série de interesse é absolutamente convergente.

As séries definidas neste caṕıtulo serão usadas no restante do texto.

Seja Λ ⊂ P finito.

A função partição grande canônica do gás com interações do tipo caroço duro V é dada por

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑

n≥1

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Λn

zγ1zγ2 · · · zγne−
P

1≤i≤j≤n V (γi,γj)

= 1 +
∑

n≥1

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Λn

zγ1zγ2 . . . zγn

∏

1≤i<j≤n

11{γi∼γj},

ΞΛ(zΛ) é uma função inteira em C|Λ| e vale |ΞΛ(zΛ)| ≤ e
P

γ∈Λ |zγ |.

A pressão do gás de poĺımeros abstratos (a volume finito Λ) é definida como

|PΛ(zΛ)| = 1
|Λ| log ΞΛ(zΛ). (1.1)

Fenômenos f́ısicos como transições de fase se manifestam no limite termodinâmico, então
o objetivo é controlar esta série uniformemente em relação ao volume. Para isso, usaremos o
seguinte resultado fundamental sobre série formais largamente utilizado em Mecânica Estat́ıstica:

Proposição 1.1. (Série de Mayer)

log ΞΛ(zΛ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Λn

φT (γ1, ..., γn)zγ1 · · · zγn (1.2)

onde φT (γ1, ..., γn) é dado por

φT (γ1, . . . , γn) =





1, se n = 1∑
g∈Gn

g⊂g(γ1,...,γn)

(−1)|Eg |, se n ≥ 2 e g(γ1, . . . , γn) ∈ Gn

0, se n ≥ 2 e g(γ1, . . . , γn) 6∈ Gn

(1.3)

onde Gn denota o conjunto dos grafos conexos com conjunto de vértices In = {1, 2, ..., n} e, para
cada n-upla (γ1, ..., γn) ∈ Pn, o grafo g(γ1, ..., γn) é definido da seguinte forma: o conjunto de
vértices é In e {i, j} ∈ E(g(γ1, ..., γn)) se, e somente se, γi � γj.

Prova: Ver [59, 70, 74].
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A equação (1.2) faz sentido apenas para z ∈ CP tal que a série formal no lado direito de
(1.2) seja absolutamente convergente. Para a análise da convergência absoluta consideraremos
a série de termos positivos

| log Ξ|Λ(ρΛ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Λn

|φT (γ1, ..., γn)|ργ1 · · · ργn (1.4)

para ρ ∈ (0,∞)P . Note que

| log ΞΛ(zΛ)| ≤ | log Ξ|Λ(zΛ),

para todo z ∈ C|Λ| no disco {|zγ | ≤ ργ}γ∈Λ, de modo que se provarmos que a série (1.2) converge
absolutamente, para todo Λ e alguma atividade ρ = {ργ}γ∈P ∈ (0,∞)P , então (1.2) convergirá
absolutamente, para todo Λ e z ∈ {|zγ | ≤ ργ}γ∈P .

A saber, para uma atividade fixa γ0, definimos a soma enraizada como segue

|P |γ0(ρ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

∃i:γi=γ0

|φT (γ1, ..., γn)|ργ1 · · · ργn . (1.5)

Agora observe que

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

∃i:γi=γ0

=
∑

(γ1=γ0,γ2,...,γn)

n

mγ0(γ1, ..., γn)

onde mγ0(γ1, ..., γn) = |{i ∈ In : γi = γ0}|.

Assim, podemos reescrever |Pγ0
|(ρ) como segue

|P |γ0 (ρ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

|φT (γ0, γ1, ..., γn)|
mγ0(γ1, ..., γn) + 1

ργ0ργ1 · · · ργn .

Agora é conveniente definir a função

|Q |γ0 (ρ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

|φT (γ0, γ1, ..., γn)|ργ1 · · · ργn . (1.6)

As duas séries formais |Q |γ0(ρ) e |P |γ0 (ρ) estão diretamente relacionadas. De fato, observe
que

|P |γ0 (ρ) = ργ0

∫ 1

0
|Qγ0

|(ρ(α))dα
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onde

ργ(α) =





ργ se γ 6= γ0

αργ se γ = γ0.

Observe agora que

|P |γ0(ρ) ≤ ργ0 |
Q |γ0(ρ)

e, para todo {|zγ | ≤ ργ}γ∈P ,

|PΛ(zΛ)| = 1
|Λ| | log ΞΛ(zΛ)| ≤ sup

γ0∈P
ργ0 |

Q |γ0(ρ). (1.7)

Assim, se formos capazes de provar que |Q |γ0 (ρ) (e portanto |P |γ0
(ρ)) converge para alguma

função ρ ∈ [0,∞)P e o supremo acima for finito, então a pressão |PΛ(zΛ)| também convergirá
absolutamente para todo Λ e z no polidisco {|zγ | ≤ ρ(γ)}γ∈P com a cota uniforme em Λ

|PΛ(zΛ)| ≤ sup
γ0∈P

ργ0 |
Q |γ0(ρ).

As séries Qγ0
(z) e Pγ0

(z) a volume finito dadas por

P
γ0

(zΛ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Λn

∃i:γi=γ0

φT (γ1, ..., γn)zγ1 · · · zγn (1.8)

Q
γ0

(zΛ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Λn

φT (γ0, γ1, ..., γn)zγ1 · · · zγn , (1.9)

estão diretamente relacionadas com log ΞΛ(zΛ).

De fato:

Q
γ0

(zΛ) =
∂

∂zγ0

log ΞΛ(zΛ) (1.10)

P
γ0

(zΛ) = log ΞΛ(z)− log ΞΛ\γ0
(z). (1.11)

Portanto temos

P
γ0

(zΛ) =
∫ 1

0

∂

∂α
log ΞΛ(zΛ(α))dα = zγ0

∫ 1

0

∂

∂zγ0

log ΞΛ(zΛ(α))dα

= zγ0

∫ 1

0

Q
γ0

(zΛ(α))dα
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onde

zγ(α) =





zγ se γ 6= γ0

αzγ se γ = γ0.

O que faremos daqui em diante é controlar estas séries estimando os coeficientes de Ursell
através da identidade de Penrose que estudaremos agora.

1.1 Identidades Grafo-Árvore

Como veremos a seguir, o ingrediente chave para a prova do Critério de Fernández-Procacci é
identidade obtida por Penrose em [57].

Seja V = {v0, v1, ..., vn} uma enumeração do conjunto de vértices e seja CG o conjunto de
todos subgrafos geradores conexos de um grafo conexo G = (V,E).

Para cada G ∈ CG associamos a cada vértice de V \{v0} = {v1, ..., vn} a distância d(vi) = d(i)
ao vértice v0 segundo a métrica induzida pelo grafo G. Essa métrica conta o número de elos do
caminho mais curto que liga o vértice dado ao vértice v0 usando elos de G.

Para cada grafo G ∈ CG vamos associar uma única árvore τ(G), que Penrose denominou por
árvore de Cayley, constrúıda através de dois passos:

(i) Deletamos os elos entre os vértices que estão a uma mesma distância do vértice v0.

(ii) Após (i) restará uma ou mais possibilidades de um vértice que está à distância d(i) ligar-
se a um que está à distância d(i)− 1, deletamos todos estes elos exceto o que liga ao vértice de
distância d(i)− 1 com o menor ı́ndice.

Ambos os passos não alteram a distância dos vértices ao vértice v0 e, após (i) e (ii) restará
uma única árvore de Cayley τ = τ(G).

Dada uma árore τ ∈ CG, consideramos o conjunto P (τ) = {G ∈ CG : τ = τ(G)} e o grafo
máximal R(τ) dentro deste, ou seja, o grafo R(τ) ∈ P (τ) e contém o maior número de elos
posśıvel. Dada τ ∈ CG, podemos obter R(τ) adicionando todos os elos {vi, vj} ∈ E\E(τ) que
satisfazem uma das condições abaixo:

(i) d(i) = d(j) ou seja, vi e vj estão a mesma distância de v0 em τ .

(ii) d(j) = d(i)− 1 e i′ < j, onde {vi′ , vj} ∈ E(τ).

Definimos então o conjunto TR das árvores de Penrose tais que τ = R(τ). Estas árvores terão
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um papel importante na prova do critério de convergência para a expansão do gás de poĺımeros
abstratos.

Se para cada elo e ∈ E associamos um número complexo xe qualquer, temos a seguinte
igualdade:

Proposição 1.2. Identidade de Penrose
∑

G∈CG

∏

e∈E(G)

xe =
∑

τ∈TG

∏

e∈E(τ)

xe

∑

F⊂E(R(τ))\E(τ)

∏

e∈F
xe

=
∑

τ∈TG

∏

e∈E(τ)

xe

∏

e∈E(R(τ))\E(τ)

(1 + xe)

Corolário 1.1. Se xe = −1 para todo e ∈ E, então:
∑

G∈CG
(−1)|E(G)| = (−1)|V |−1|TR| (1.12)

Corolário 1.2. Se −1 ≤ xe ≤ 0 para todo e ∈ E, então:
∣∣∣∣∣∣
∑

G∈CG

∏

e∈E(G)

xe

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

τ∈TG

∏

e∈E(τ)

|xe| ≤ |TG|

De fato, o esquema de Penrose pode ser generalizado e tanto a Proposição 1.2 quanto seus
corolários serão válidos não só para a aplicação que associa cada τ ∈ TG ao grafo R(τ), conforme
descrevemos acima, mas para qualquer aplicação R : TG → CG satisfazendo:

(i) E(R(τ)) ⊃ E(τ)

(ii) CG é união disjunta dos conjuntos [τ, R(τ)], τ ∈ TG.

No item (ii), [τ, R(τ)] denota o conjunto de todos os grafos G ∈ CG que satisfazem E(τ) ⊆
E(G) ⊆ E(R(τ)).

Para mais detalhes e referências para outras identidades satisfazendo as condições acima, ver
[67].

Note também que aplicando a Identidade de Penrose (1.12), podemos reescrever φT (γ1, ..., γn)
quando g(γ1, ..., γn) ∈ Gn como

φT (γ1, ..., γn) = (−1)n−1
∑

τ∈Tn:τ⊂g(γ1,...,γn)
R(τ)=τ

1.

Conforme visto na seção anterior, para estudar a convergência absoluta da pressão, precisa-
remos apenas considerar as funções definidas em (1.6).
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Reorganizaremos agora as séries |Q|γ0(ρ) da equação (1.6) usando a Identidade de Penrose.

Denotemos por T 0
n o conjunto de todas as árvores rotuladas (isto é, árvores cujos vértices são

{0, 1, 2, 3, ..., n}) para os quais o vértice 0 foi escolhido como raiz. Lembremos que o conjunto
de vértices Vτ na árvore enraizada τ ∈ T 0

n admite uma ordem parcial natural ≺ definida como
segue: dados dois vértices (distintos) u e v de τ , dizemos que v é um descendente de u ou u é
um ancestral de v, e escrevemos u ≺ v, se existe um caminho da raiz até v que contém u.

Se {v, u} é um elo da árvore enraizada τ , então v ≺ u ou u ≺ v. Assim qualquer elo {v, u}
numa árvore enraizada é orientado (isto é, é um par ordenado) e escrevemos (u, v) se u ≺ v.
Seja (u, v) um elo orientado numa árvore enraizada τ , então u é chamado pai (ou predecessor) e
v é dito filho (ou sucessor). Note que cada vértice em τ diferente da raiz tem um, e apenas um,
pai. Vértices de τ com o mesmo pai são chamados de irmãos. A raiz não tem predecessor e é o
extremo com respeito à relação de ordem parcial ≺ em τ , isto é, cada vértice em τ diferente da
raiz é um descendente da raiz.

Dado um vértice v 6= 0 na árvore enraizada τ ∈ T 0
n , sua profundidade, denotada por d(v), é o

número de elos no único caminho desde a raiz até o vértice. Denotemos também por v′ o pai de
um vértice v 6= 0 e sv o número de seus filhos, com v1, ..., vsv filhos de v. Se sv = 0 dizemos que
v é um ponto final ou uma folha de τ . Note finalmente que os filhos de qualquer vértice v ∈ T 0

n

podem ser naturalmente ordenados seguindo a ordem de seus rótulos, a saber, a ordenação de
v1, ..., vsv é tal que v1 < v2 < ... < vsv .

De agora em diante, vamos sempre usar elementos τ ∈ T 0
n como árvores ordenadas no sentido

de que os filhos v1, ..., vsv de qualquer vértice (interno) de v são ordenados de acordo com a ordem
de seus rótulos, isto é, de tal modo que v1 < v2 < ... < vsv .

Fixe (γ0, γ1, ..., γn) ∈ Pn+1 tal que G(γ0, γ1, ..., γn) (isto é, o grafo de vértices {0, 1, ..., n} e
elos E(γ0, γ1, ..., γn) = {{i, j} : γi � γj}) é conexo.

Notação 1.1.

TG(γ0,γ1,...,γn) = {τ ∈ T 0
n : τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)}

Considere τ ∈ T 0
n e denotemos Eτ seu conjunto de elos. Para cada vértice i ∈ τ , lembremos

que d(i) denota a profundidade do vértice i (isto é, a distância até 0) e que i′ é pai de i.

Definição 1.1. O conjunto das árvores de Penrose de G(γ0, γ1, ..., γn) o qual denotamos por
PG(γ0,γ1,...,γn) é formado pelas árvores τ ∈ T 0

n tal que

(t0) se {i, j} ∈ Eτ , então {i, j} ∈ E(γ0, γ1, ..., γn) ⇐⇒ γi � γj;

(t1) se dois vértices i e j são irmãos, então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn) ⇐⇒ γi ∼ γj;
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(t2) se dois vértices i e j são tais que d(i) = d(j), então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn) ⇐⇒ γi ∼ γj;

(t3) se dois vértices ie j são tais que d(j) = d(i)−1 e j < i′, então {i, j} /∈ E(γ0, γ1, ..., γn) ⇐⇒
γi ∼ γj.

Note que usando a identidade anterior, podemos reescrever a série formal (1.6) como

|Q |γ0 (ρ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,...,γn)∈Pn

∑

τ∈T 0
n

1τ∈PG(γ0,γ1,...,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn)

=
∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

∑

(γ1,...,γn)∈Pn

1τ∈PG(γ0,γ1,...,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn)

=
∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

φγ0(τ), (1.13)

onde

φγ0(τ) =
∑

(γ1,...,γn)∈Pn

1τ∈PG(γ0,γ1,...,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn). (1.14)

A estrutura da equação (1.13) é crucial. Esta equação mostra que a série formal |Q |γ0
P (ρ)

pode ser reorganizada como a soma sobre todos os termos associados às árvores rotuladas.

Enfatizamos aqui que o fator φγ0(τ) depende apenas da árvore rotulada τ por causa da
Condição de Penrose (t3) que depende, de fato, da árvore rotulada.

Veremos logo abaixo que novas cotas podem ser obtidas escolhendo uma famı́lia de árvores
P̃G(γ0,γ1,...,γn) tal que PG(γ0,γ1,...,γn) ⊂ P̃G(γ0,γ1,...,γn) ⊂ TG(γ0,γ1,...,γn).

Três posśıveis escolhas de P̃G(γ0,γ1,...,γn) nos fornecerão os critérios conhecidos para a convergência
das expansões do gás de poĺımeros abstratos.

Definição 1.2. O conjunto das árvores fracas de Penrose de G(γ0, γ1, ..., γn) que denotamos
por P FP

G(γ0,γ1,...,γn) é formado por todas as árvores τ e conjunto de vértices {0, 1, ..., n} com elo
Eτ tal que

(t0) se {i, j} ∈ Eτ , então γi � γj (i.e. τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn))

(t1)FP se i e j são irmãos, então γi ∼ γj.

Definição 1.3. O conjunto das árvores de Dobrushin de G(γ0, γ1, ..., γn) que denotamos por
P

D

G(γ0,γ1,...,γn) é o conjunto de todas as árvores τ com vértices {0, 1, ..., n} e elos Eτ tal que

(t0) se {i, j} ∈ Eτ , então γi � γj (i.e. τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn))
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(t1)
D

se i e j são irmãos, então γi 6= γj.

Definição 1.4. O conjunto das árvores de Kotecký-Preiss de G(γ0, γ1, ..., γn), que denotamos
por P

KP

G(γ0,γ1,...,γn), contém as árvores τ com vértices {0, 1, ..., n} e elos Eτ tais que

(t0) se {i, j} ∈ Eτ , então γi � γj (i.e. τ ⊂ G(γ0, γ1, ..., γn)).

Note que, por definição,

PG(γ0,γ1,...,γn) ⊂ P FP

G(γ0,γ1,...,γn) ⊂ P
D

G(γ0,γ1,...,γn) ⊂ P
KP

G(γ0,γ1,...,γn) ⊂ TG(γ0,γ1,...,γn) (1.15)

e, em particular, a definição (1.4) implica imediatamente que

P
KP

G(γ0,γ1,...,γn) = TG(γ0,γ1,...,γn), (1.16)

de modo que, por (1.15), obtemos as cotas

|φT
(γ0, γ1, ..., γn)| ≤ |P FP

G(γ0,γ1,...,γn)| =
∑

τ∈T 0
n

1τ∈PFP
G(γ0,γ1,...,γn)

(1.17)

≤ |PD

G(γ0,γ1,...,γn)| =
∑

τ∈T 0
n

1
τ∈P

D

G(γ0,γ1,...,γn)

(1.18)

≤ |PKP

G(γ0,γ1,...,γn)| =
∑

τ∈T 0
n

1τ∈TG(γ0,γ1,...,γn)
. (1.19)

Assim, podemos limitar os termos positivos das séries Qγ0
(ρ) definidas em (1.6), usando a

estimativa (1.17), que é a melhor dentre (1.17)-(1.19), conforme:

|Q |γ0 (ρ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

|φT
(γ0, γ1, ..., γn)|ρ(γ1) · · · ρ(γn)

≤
∞∑

n=0

1
n!

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

∑

τ∈T 0
n

1τ∈PFP
G(γ0,γ1,...,γn)

ρ(γ1) · · · ρ(γn)

=
∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1τ∈PFP
G(γ0,γ1,...,γn)

ρ(γ1) · · · ρ(γn).

E assim obtemos

|Q |γ0 (ρ) ≤ QFP
γ0

(ρ), (1.20)

onde

QFP
γ0

(ρ) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

φFP

γ0
(τ, ρ) (1.21)
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com

φFP

γ0
(τ, ρ) =

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1τ∈PFP
G(γ0,γ1,...,γn)

ρ(γ1) · · · ρ(γn). (1.22)

Analogamente, usando as cotas (1.18) e (1.19) podemos definir mais duas séries que também
podem majorar as séries |Q |γ0

P (ρ), a saber:

QD

γ0
(ρ) =

∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

φ
D

γ0
(τ, ρ) (1.23)

e

QKP

γ0
(ρ) =

∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

φ
KP

γ0
(τ, ρ), (1.24)

com

φ
D

γ0
(τ, ρ) =

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1τ∈P D
G(γ0,γ1,...,γn)

ρ(γ1) · · · ρ(γn) (1.25)

e

φ
KP

γ0
(τ, ρ) =

∑

(γ1,γ2,...,γn)∈Pn

1
τ∈P

KP

G(γ0,γ1,...,γn)

ρ(γ1) · · · ρ(γn). (1.26)

Aqui é importante ressaltar que, diferentemente do fator φγ0(τ) definido em (1.14), os três
fatores φ

FP,D,KP

γ0
(τ) não dependem das rotulações da árvore τ , mas apenas de sua estrutura

topológica. Isso significa que os termos da série QFP
γ0

(ρ) podem ser agrupados junto com termos
das árvores enraizadas não-rotuladas. Tornaremos esse conceito mais preciso na próxima seção.
Conclúımos essa seção lembrando que as desigualdades (1.17)-(1.19) imediatamente implicam
que

|Q |γ0 (ρ) ≤ QFP
γ0

(ρ) ≤ QD
γ0

(ρ) ≤ QKP
γ0

(ρ). (1.27)

1.2 Reorganização das séries

Agora reorganizaremos a soma sobre todas as árvores rotuladas enraizadas que aparecem nas
equações (1.21), (1.23) e (1.24) em termos das chamadas árvores enraizadas planas. Tal reorga-
nização é motivada pela observação de que o fator φ

FP,D,KP

γ0
não depende da rotulação dos vértices

de τ , mas apenas de sua estrutura topológica. De fato, para cada árvore enraizada ordenada
rotulada τ ∈ T 0

n , podemos associar um desenho no plano conhecido como árvore enraizada plana
associada a τ . O desenho de τ é obtido colocando-se pais na esquerda de seus filhos os quais são
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ordenados de cima para baixo de acordo com a ordem de seus rótulos. Por exemplo, a árvore
enraizada plana com n + 1 = 5 vértices associados às árvores a, b, e c com conjunto de elos
{0, 3},{1, 3},{2, 3},{1, 4}; {0, 2},{0, 3},{1, 2},{2, 4} e {0, 2},{0, 4},{4, 3},{1, 4}, respectivamente,
pode ser desenhada como:

Observe que na figura acima b e c são árvores enraizadas planas diferentes por causa da regra
de ordenação dos filhos de cima para baixo.

Nesse sentido, definimos uma aplicação m : τ 7→ m(τ) que associa a cada árvore rotulada
τ ∈ T 0

n um único desenho t = m(τ) no plano chamada árvore enraizada plana associada a
τ . Denotamos por T 0

n o conjunto de todas as árvores enraizadas planas com n vértices e por
T0,k o conjunto das árvores enraizadas planas com geração máxima de número k; além disso,
T 0 = ∪n≥0T 0

n = ∪k≥0T0,k denota o conjunto de todas as árvores enraizadas planas. Um elemento
t ∈ T 0

n pode também ser visto como uma classe de elementos t ∈ Tn+1 com relação de equivalência
tal que dois elementos τ e τ ′ são equivalentes se produzirem a mesma árvore enraizada plana.
Assim, escrevemos τ ∈ t, com t ∈ T 0

n , para dizer que τ é um elemento do conjunto de todas as
árvores rotuladas em T 0

n que produz a mesma árvore enraizada ordenada plana. Uma maneira
alternativa de definir esta relação de equivalência em T 0

n é através de permutações dos rótulos
{0, 1, ..., n}, a saber, dizemos que τ ′ ∈ T 0

n é equivalente a τ ∈ T 0
n se existe uma permutação σ

em {0, 1, ..., n} preservando a ordem dos filhos em cada vértice de τ tal que τ ′ = σ(τ) (aqui σ(τ)
é o grafo com vértices Vσ(τ) = {0, σ(1), ..., σ(n)} e elos Eσ(τ) = {{σ(i), σ(j)} : {i, j} ∈ Eτ ′}).

Claramente a aplicação τ 7→ m(τ) = t é sobrejetora e a cardinalidade da pré-imagem da
árvore enraizada plana t (= número de maneiras de rotular n vértices não-ráızes da árvore com
n distintos rótulos de acordo com a regra de cima para baixo) é dada por

|{τ ∈ T 0
n : m(τ) = t}| = n!∏

vÂ0 svi !
.

De fato, é muito fácil contar quantas árvores rotuladas τ ∈ T 0
n pertencem à mesma classe

equivalente de t, isto é, associadas à mesma árvore enraizada plana. Basta contar todas as
permutações σ de {0, 1, ..., n} que deixa a raiz intacta e com respeito à ordem dos filhos em
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qualquer vértice. Seja τ ∈ T 0
n e t = [τ ] a árvore plana associada a τ e caracterizada pela

seqüência {sv}v≤v0 , então

|[τ ]| = n!∏
vÂ0 svi !

Note que n! é o número de todas as permutações no conjunto {1, 2, ...} enquanto que para
cada vértice v, sv! são as permutações dos filhos. Assim, n!/

∏
vÂ0 svi ! é o número de permutações

dos vértices de τ diferentes da raiz que não mudam a ordem dos filhos em cada vértice.

Uma árvore enraizada plana t ∈ Tv0 pode ser representada de maneira única como uma
seqüência hierárquica de inteiros. A saber, associamos um inteiro sv0 ∈ {0} ∪ N à raiz v0. Se
sv0 = 0, então t é uma árvore trivial (isto é, formada apenas pela raiz) e wγ,|ρ|(t) = 1. Se sv0 ≥ 1,
então isso significa que a raiz ramifica (da esquerda para direita no desenho) em sv0 elos que
terminam em sv0 vértices v1

0, . . . , v
sv0
0 (os filhos da raiz), e por convenção, elas são ordenadas

de cima para baixo no desenho, isto é, de tal modo que o vértice v1
0 está no topo e v

sv0
0 em

baixo. Para continuar a construção de t, associamos a cada vértice v1
0, . . . , v

sv0
0 números inteiros

não-negativos sv1
0
, . . . , s

v
sv0
0

.

Isso significa que cada vértice vi
0 (i = 1, . . . sv0) se ramifica em svi

0
elos (se svi

0
= 0 então vi

0 é
uma folha e o processo termina) e assim por diante até o vértice v

sv0
0 que ramifica em s

v
sv0
0

elos.
O processo é então interativo. Assim, qualquer t é unicamente representado por uma seqüência
hierárquica de números inteiros não-negativos

{sv0 , sv1
0
, . . . , s

v
sv0
0

, s
v1,1
0

, . . . , s
v
1,s

v1
0

0

, . . . , s
v

sv0
0

, s
v

sv0 ,1

0

, . . . , s
v

sv0 ,s
v1
0

0

, . . . , }.

Vamos denotar de forma abreviada a árvore enraizada plana como

t = {sv}vºv0 .

Agora observe que o fator φ
FP,D,KP

γ0
depende, na verdade, apenas da árvore enraizada plana

associada a τ . De fato temos:

φFP

γ0
(τ, ρ) = φFP

γ0
([τ ], ρ) = φFP

γ0
(t, ρ) =

∏

vº0

[ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

vi 6∼γv, γ
vi∼γ

vj

ργv1 . . . ργvsv

]
. (1.28)

Note que como em cada vértice v a soma sobre os poĺımeros γv1 , . . . , γvsv associados aos
filhos de v dependem dos poĺımeros γv associados a v, na expressão acima a ordem do produto
é relevante e é organizada de tal modo que os produtos correspondentes aos ancestrais estão
à esquerda dos produtos correspondentes aos descendentes. Em (1.28) é também adotada a
convenção de que o produto em parênteses é igual a 1 para o vértice v tal que sv = 0.
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Agora podemos reorganizar a soma do lado direito de (1.24) como:

ΠFP

γ0
(ρ) =

∞∑

n=0

1
n!

∑

τ∈T 0
n

φFP

γ0
(τ, ρ) =

∑

n≥0

1
n!

∑

t∈T0
n

∑
τ∈t

φFP

γ0
(t, ρ) =

=
∑

n≥0

1
n!

∑

t∈T0
n

φFP

γ0
(t, ρ)

∑
τ∈t

1 =
∑

n≥0

1
n!

∑

t∈T0
n

φFP

γ0
(t, ρ)|t| =

=
∑

n≥0

∑

t∈T0
n

[ ∏

vº0

1
sv!

]
φFP

γ0
(t, ρ) =

∑

n≥0

∑

t∈T0
n

∏

vº0

[
1

sv!

∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

vi 6∼γv, γ
vi∼γ

vj

ργv1 . . . ργvsv

]
.

E portanto,

ΠFP

γ0
(ρ) =

∑

t∈T0

∏

vº0

{
1

sv!

∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

sv∏

i=1

11{γvi�γv}
∏

1≤i<j≤sv

11{γvi∼γ
vj }ργv1 . . . ργvsv

}
. (1.29)

De forma completamente análoga, também obtemos:

Π
D

γ0
(ρ) =

∑

t∈T0

∏

vº0

{
1

sv!

∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

sv∏

i=1

11{γvi�γv}
∏

1≤i<j≤sv

11{γvi 6=γ
vj }ργv1 . . . ργvsv

}
(1.30)

e

Π
KP

γ0
(ρ) =

∑

t∈T0

∏

v¹0

{
1

sv!

∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

sv∏

i=1

11{γvi�γv}ργv1 . . . ργvsv

}
. (1.31)

1.3 Árvores e convergência

Começamos definindo um domı́nio apropriado no espaço das funções (0,∞)P .

Dadas duas funções µ and ν em (0,∞)P , dizemos que µ < ν se, e somente se µγ < νγ para
todo γ ∈ P.

Considere para todo n ∈ N e para todo (γ0γ1, . . . , γn) ∈ Pn+1, números bn(γ0; γ1, . . . , γn)
tais que bn(γ0; γ1, . . . , γn) ≥ 0. Uma vez que os números bn(γ0; γ1, . . . , γn) são dados, podemos
definir a função

ϕb : (0,∞)P → (0,∞]P : u 7→ ϕb(u)

com entradas

[ϕb(u)](γ) .= ϕb
γ(u) = 1 +

∑

n≥1

∑

(γ1,...,γn)∈Pn

bn(γ; γ1, . . . , γn) u(γ1) . . . u(γn). (1.32)
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Definindo o conjunto

Db =
{

u ∈ (0,∞)P : ϕb
γ(u) < +∞, ∀γ ∈ P

}
,

a restrição de ϕ a Db é uma função em (0,∞)P , ou seja,

ϕb
γ(u) < ∞, ∀γ ∈ P, onde u ∈ Db.

Note também que se u ∈ Db e u′ < u, então também u′ ∈ Db.

Seja agora µ : P → (0,∞) uma função no conjunto Db ⊂ (0,∞)P e seja r ∈ (0,∞)P definido
por

r =
µ

ϕb(µ)
, (1.33)

ou seja, as entradas de r são dadas por

r(γ0) =
µ(γ0)
ϕb

γ0
(µ)

(1.34)

quando γ0 varia em P.

Note que r ∈ Db porque, por construção, r < µ, pois µ < ϕb(µ). Além disso, a hipótese
µ ∈ (0,∞)P é equivalente a

µ(γ) > 0, para todo γ0 ∈ P, (1.35)

enquanto que a hipótese µ ∈ Db significa

ϕγ(µ) < +∞, para todo γ ∈ P. (1.36)

As hipóteses (1.35) e (1.36) garantem que r ∈ (0,∞)P , ou seja,

r(γ) > 0, para todo γ ∈ P.

Considere agora, para qualquer ρ ∈ Dp, a aplicação T ρ = ρϕb, onde

T ρ : (0,∞)P → (0,∞]P : u 7→ T ρ(u)

com entradas
[T ρ(u)](γ) .= Tγ(u) = ρ(γ)ϕγ(u), γ ∈ P.

De (1.34) obtemos:

µ = T r(µ) (1.37)
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isto é, µ é um ponto fixo da aplicação T r. Então, por (1.37) temos que, para todo γ0 ∈ P

µ(γ0) = T r
γ0

(µ)

= r(γ0) + r(γ0)
∑

γ1∈P
b1(γ0; γ1) µ(γ1) + r(γ0)

∑

(γ1,γ2)∈P2

b2(γ0; γ1, γ2) µ(γ1)µ(γn) + . . .

. . . + r(γ0)
∑

(γ1,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, . . . , γn) µ(γ1) . . . µ(γn). (1.38)

De acordo com a definição (1.32) of ϕγ(µ), a equação (1.38) pode ser visualizada através de
diagramas:

•
γ0

.= µ(γ0) = T r
γ0

(µ) .= ◦
γ0

+ ◦
γ0

•
γ1

+ ◦
γ0

©©©•γ1

HHH•γ2

+ · · · + ◦
γ0

¡
¡¡
•γ1

©©©•γ2...
@

@@•γn

+ · · ·

onde
◦γ0 = r(γ0)

e, para qualquer n ≥ 1,

◦
γ0

¡
¡¡
•γ1

©©©•γ2...
@

@@•γn

= r(γ0)
∑

(γ1,...,γn)∈Pn

bn(γ0; γ1, . . . , γn) µ(γ1) . . . µ(γn)

A interação [T r]2(µ) = T r(T r(µ)) corresponde à troca de cada ćırculo fechado por cada um
dos diagramas da expansão para T r.

Isto nos conduz à árvore enraizada plana acima para duas gerações, com ćırculos abertos
para os vértices de primeira geração e ćırculos fechados para os de segundas gerações. A k-
ésima interação de T envolve todas as posśıveis árvores enraizadas planas previamente vistas
com geração até k. Em cada árvore da expansão, os vértices da última geração são ocupados
por ćırculos fechados e todos os outros por ćırculos abertos. Denotamos por T0,k o conjunto das
árvores cujos vértices tem profundidade máxima k. Um argumento padrão de indução mostra
que:

[T r]kγ0
(µ) = rγ0

[ k−1∑

`=0

Φ(`)
γ0

(r) + R(k)
γ0

(r, µ)
]

(1.39)
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com

Φ(`)
γ0

(r) =
∑

t∈T0,`

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , . . . , γvsv ) r(γv1) . . . r(γvsv )

}
, (1.40)

enquanto que

R(k)
γ0

(r, µ) =
∑

t∈T0,k

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , . . . , γvsv ) χt,v1

γv1
. . . χt,vsv

γvsv
,

}
(1.41)

onde

χt,v
γv

=

{
ρ(γ) se d(v) < k

µ(γ) se d(v) = k
(1.42)

lembrando que d(v) indica a profundidade de v em t. Em outras palavras, R
(k)
γ0 (r, µ) tem uma

expressão similar a Φ(k)
γ0 (r), mas com atividades dos vértices da k-ésima geração com pesos dados

por µ. Por definição b0(γv) ≡ 1. Agora, por (1.38), temos

[T r]kγ0
(µ) = µγ0

o que implica imediatamente, através de (1.39),

rγ0

k−1∑

`=0

Φ(`)
γ0

(r) ≤ µγ0 para todo k ∈ N . (1.43)

A equação (1.43) implica no seguinte teorema:

Teorema 1.1. (Fernández-Procacci) Seja µ uma função µ ∈ (0,∞)P e, para qualquer γ ∈ P,
seja ϕγ(µ) a função definida em (1.32) satisfazendo (1.36). Considere r ∈ (0,∞)P definida por
(1.34). Então, para todo ρ ≤ r,

i) A série

Φb
γ0

(ρ) :=
∑

t∈T0

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

bsv(γv; γv1 , . . . , γvsv ) ρ(γv1) . . . ρ(γvsv )

}
(1.44)

converge para cada γ0 ∈ P e admite, para cada γ0 ∈ P, a cota

Φb
γ0

(ρ) ≤ Φb
γ0

(r) ≤ ϕb
γ0

(µ). (1.45)

ii)

ρ(γ0)Φb
γ0

(ρ) = lim
n→∞[T ρ]nγ0

(ρ) (1.46)

e ρ(γ)Φb
γ(ρ) é solução da equação (1.38), ou seja, é um ponto fixo da aplicação com

ρ(γ)Φb
γ(ρ) = T ρ

γ0

(
ρ(γ)Φb

γ(ρ)
)
. (1.47)
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Prova: i) Por (1.39) temos

r(γ0)
n∑

`=0

Φ(`)
γ0

(r) ≤ Tn+1
γ0

(µ), ∀n ∈ N

mas, pela definição em (1.38) temos que, para todo k ∈ N, T k
γ0

(µ) = µγ0 . Então, obtemos

r(γ0)
n∑

`=0

Φ(`)
γ0

(r) ≤ µ(γ0), ∀n

isto é, por (1.34),
n∑

`=0

Φ(`)
γ0

(r) ≤ ϕb
γ0

(µ), ∀n

e assim, por monotonicidade e para qualquer ρ ≤ r,

Φb
γ0

(ρ) ≤ Φb
γ0

(r) ≤ ϕb
γ0

(µ).

ii) Novamente, por (1.39),

[T ρ]kγ0
(ρ) = ρ(γ0)

[k−1∑

`=0

Φ(`)
γ0

(ρ) + R(k)
γ0

(ρ, µ)|µ=ρ)
]
. (1.48)

Lembrando a definição em (1.42) temos,

R(k)
γ0

(ρ, µ)|µ=ρ) =
∑

t∈T0,k

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

bsv(γ0; γv1 , . . . , γvsv ) ρ(γv1) . . . ρ(γvsv )

}

= Φ(k)
γ0

(ρ)

dáı

[T ρ]kγ0
(ρ) = ρ(γ0)

k∑

`=0

Φ(`)
γ0

(ρ),

e assim, para qualquer ρ ≤ r,

lim
k→∞

[T ρ]kγ0
(ρ) = lim

k→∞
ργ0

k∑

`=0

Φ(`)
γ0

(ρ) = ρ(γ0) lim
k→∞

k∑

`=0

Φ(`)
γ0

(ρ) = ρ(γ0)Φb
γ0

(ρ).

Finalmente, para todo ρ ≤ r,

ρ(γ0)Φγ0(ρ) = lim
n→∞[T ρ]n+1

γ0
(ρ) = lim

n→∞T ρ
γ0

(
[T ρ]nγ0

(ρ)
)

= ρ(γ0) lim
n→∞ϕγ

(
[T ρ]nγ0

(ρ)
)

=

= ρ(γ0)ϕγ

(
lim

n→∞[T ρ]nγ0
(ρ)

)
= ρ(γ0)ϕγ

(
ρ(γ0)Φb

γ0
(ρ)

)
= Tγ0

(
ρ(γ0)Φb

γ0
(r)

)
.
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1.4 Critérios de Convergência

Critério de Fernández-Procacci.

Considere a escolha

bn(γ0; γ1, . . . , γn) = bFP

n (γ0; γ1, . . . , γn) .=
1
n!

n∏

i=1

11γi 6∼γ

∏

1≤i<j≤n

11{γi∼γj} (1.49)

e também

ϕbFP

γ0
(µ) = 1 +

∑

n≥1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi 6∼γ0, γi∼γj

µ(γ1) . . . µ(γn) = ΞPγ0
(µ). (1.50)

Então, pelo Teorema 1.1, a série

ΦbFP

γ0
(r) =

∑

t∈T0

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

1
sv!

sv∏

i=1

11γvi 6∼γ

∏

1≤i<j≤sv

11{γvi∼γ
vj } r(γv1) . . . r(γvsv )

}
(1.51)

converge.

Comparando (1.29) com (1.51) temos

ΠFP

γ0
(ρ) = ΦbFP

γ0
(ρ).

Assim, obtemos, pelo Teorema 1.1, o seguinte critério para convergência das expansões em
poĺımeros:

Corolário 1.3. (Critério de Fernández-Procacci) Escolha µ ∈ D̃ ⊂ (0,∞)P e seja R
FP ∈

(0,∞)P tal que

R
FP

(γ0) =
µ(γ0)

ΞPγ0
(µ)

. (1.52)

Seja ρ tal que

ρ(γ) ≤ R
FP

(γ) ∀γ ∈ P. (1.53)

Então, a série |Π|γ0(ρ) definida em (1.6) é finita para cada γ0 ∈ P e

|Π|γ0(ρ) ≤ ΞPγ0
(µ) (1.54)

logo,

ρ(γ0)|Π|γ0(ρ) ≤ µ(γ0) (1.55)

para cada γ0 ∈ P.
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Prova: Pelo Teorema 1.1, temos que a série Π
FP

γ0
(ρ) definida em (1.21) é finita para cada γ0 ∈ P

e para todo ρ tal que ρ(γ) ≤ R
FP

(γ), onde R
FP

(γ) está definido em (1.53). Além disso,

Π
FP

γ0
(ρ) ≤ ΞPγ0

(µ)

para cada γ0 ∈ P. Usando agora (1.20), conclúımos que o mesmo é válido também para a série
|Π|γ0

P (ρ).

Critério de Dobrushin.

Se escolhermos agora

b
D

n (γ0; γ1, . . . , γn) = b
D

n (γ0; γ1, . . . , γn) .=
1
n!

n∏

i=1

11γi 6∼γ

∏

1≤i<j≤n

11{γi 6=γj}, (1.56)

decorre que

ϕbD

γ0
(µ) = 1 +

∑

n≥1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γ0�γi , γi 6=γj

µ(γ1) . . . µ(γn) =
∏

γ�γ0

[1 + µ(γ)] , (1.57)

Então, novamente pelo Teorema 1.1 a série

ΦbD

γ0
(r) =

∑

t∈T0

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

1
sv!

sv∏

i=1

11γvi 6∼γ

∏

1≤i<j≤sv

11{γvi 6=γ
vj } r(γv1) . . . r(γvsv )

}
(1.58)

converge.

Comparando (1.30) com (1.58) obtemos

Π
D

γ0
(ρ) = ΦbD

γ0
(ρ).

Então, o Teorema 1.1 também estabelece o seguinte critério para a convergência das ex-
pansões em poĺımeros:

Corolário 1.4 (Critério de Dobrushin). Escolha µ ∈ (0,∞)P e seja R
D ∈ (0,∞)P tal que

R
D
(γ) =

µ(γ)∏
γ̃�γ [1 + µ(γ̃)]

(1.59)

Considere ρ ∈ [0,∞)P tal que

ρ(γ) ≤ R
D
(γ) =

µ(γ)∏
γ̃�γ [1 + µ(γ̃)]

, ∀γ ∈ P. (1.60)
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Então, a série |Πγ0 |(ρ) definida em (1.6) é finita para cada γ ∈ P e

|Πγ |(ρ) ≤
∏

γ̃�γ

[1 + µ(γ̃)] (1.61)

ou

ρ(γ)|Πγ |(ρ) ≤ µ(γ) (1.62)

para cada γ0 ∈ P.

Para os já habituados com a notação usual dos artigos de Mecânica Estat́ıstica lembramos a
Condição de Dobrushin na sua forma usual [21, 11]. Nestes trabalhos, a condição (1.60) aparece
como

ρ(γ) ≤ R
D

γ = (eµ̃(γ) − 1)e−
P

γ̃∈P: γ̃ 6∼γ µ̃(γ̃), ∀γ ∈ P.

Isto é claramente a mesma condição (1.60) se definimos

µ̃(γ) = log[1 + µ(γ)]. (1.63)

Para mostrar (1.61), usamos |Π|γ0(ρ) ≤ Π
D

γ0
(ρ), de modo que

|Πγ |(ρ)
1 + ρ(γ)|Πγ0 |(ρ)

≤ Π
D

γ (ρ)

1 + ρ(γ)ΠD

γ0
(ρ)

=
ΦbD

γ0
(ρ)

1 + ρ(γ)ΦbD
γ (ρ)

.

Pelo Teorema 1.1 ii), ρΦbD
γ0

(ρ) é ponto fixo da aplicação T ρ = ρφbD , isto é, para todo γ ∈ P
e para todo ρ ≤ R

D
temos

ρ(γ)ΦbD

γ (ρ) = ρ(γ)φbD

γ

(
ρ(γ)ΦbD

γ (ρ)
)

= ρ(γ)
∏

γ̃�γ

[1 + ρ(γ̃)ΦbD

γ̃ (ρ)] (1.64)

o que é equivalente a

ΦbD
γ (ρ)

[1 + ρ(γ)Φb
γ(ρ)]

=
∏
γ̃�γ
γ̃ 6=γ

[1 + ρ(γ̃)ΦbD

γ̃ (ρ)]. (1.65)

Agora, por monotonicidade
∏
γ̃�γ
γ̃ 6=γ

[1 + ρ(γ̃)ΦbD

γ̃ (ρ)] ≤
∏
γ̃�γ
γ̃ 6=γ

[1 + r(γ̃)ΦbD

γ̃ (r)] ≤
∏
γ̃�γ
γ̃ 6=γ

[1 + µ(γ̃)] .= kγ(µ).

Portanto, para qualquer ρ ≤ R
D
, temos a cota

|Πγ |(ρ)
1 + ρ(γ)|Πγ |(ρ)

≤ kγ(µ)
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ou seja, para qualquer ρ ≤ R
D

|Πγ |(ρ) ≤ kγ(µ)
1− ρ(γ)kγ(µ)

. (1.66)

Note que esta cota é um pouco melhor do que (1.61) pois depende de ρ(γ) em vez de R
D
(γ).

Assim, lembrando

|Σγ |(ρ) = ργ

∫ 1

0
|Πγ |(ρα)dα (1.67)

e observando que

R
D
(γ)kγ(µ) =

µ(γ)
1 + µ(γ)

,

obtemos

|Σγ |(ρ) = ργ

∫ 1

0
|Πγ |(ρα)dα ≤ ργ

∫ 1

0

kγ(µ)
1− αρ(γ)kγ(µ)

dα

≤ ln
[

1
1− ρ(γ)kγ(µ)

]
≤ ln

[
1

1− r(γ)kγ(µ)

]

= ln [1 + µ(γ)] .

Critério Kotecký-Preiss.

Se escolhermos

bn(γ0; γ1, . . . , γn) = b
KP

n (γ0; γ1, . . . , γn) .=
1
n!

n∏

i=1

11{γi 6∼γ0}

e

ϕ
KP

γ0
(µ) = 1 +

∑

n≥1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γ0�γi , 1≤i≤n

µ(γ1) . . . µ(γn) = exp
[ ∑
γ�γ0

µ(γ)
]

(1.68)

Então, mais uma vez pelo Teorema 1.1, a série

ΦbKP

γ0
(ρ) =

∑

t∈T0

∏

vº0

{ ∑

(γv1 ,...,γvsv )∈Psv

1
sv!

sv∏

i=1

11γvi 6∼γ ρ(γv1) . . . ρ(γvsv )

}
(1.69)

converge para todo ρ ≤ r.

Comparando (1.31) com (1.69), obtemos

Π
KP

γ0
(ρ) = ΦbKP

γ0
(ρ),

donde surge o Critério de Kotecký and Preiss, a saber,
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Corolário 1.5 (Critério de Kotecký-Preiss). Escolha µ ∈ (0,∞)P e seja R
KP ∈ (0,∞)P tal

que

R
KP

γ0
=

µ(γ0)

exp
[∑

γ�γ0
µ(γ)

] . (1.70)

Considere ρ ∈ [0,∞)P com

ρ(γ) ≤ R
KP

γ =
µ(γ0)

exp
[∑

γ�γ0
µ(γ)

] , ∀γ ∈ P. (1.71)

Então a série |Πγ0 |(ρ) definida em (1.6) é finita para cada γ0 ∈ P e

|Πγ0 |(ρ) ≤ exp
[ ∑
γ�γ0

µ(γ)
]

(1.72)

ou
ρ(γ0)|Πγ0 |(ρ) ≤ µ(γ0)

para cada γ0 ∈ P.

Resumindo, os critérios de convergência que obtivemos foram

ρ(γ) ≤ R(γ) =
µ(γ)

ϕγ0(µ)
(1.73)

com

ϕγ(µ) =





exp
[∑

γ̃�γ µ(γ̃)
]

(Kotecký-Preiss)

∏
γ̃�γ

(
1 + µ(γ̃)

)
(Dobrushin)

ΞPγ (µ) (Fernández-Procacci)

(1.74)

Cada condição é estritamente mais fraca do que a anterior. A saber, desde que para µ ∈
(0,∞)P fixo,

ΞPγ (µ) ≤
∏

γ̃�γ

[
1 + µ(γ̃)

] ≤ exp
[ ∑
γ�γ0

µ(γ̃)
]
,

então,
R

FP

γ ≥ RD
γ ≥ RKP.

Portanto, fica estabelecida a relação entre os critérios de convergência no caso do gás de
poĺımeros abstratos, sendo o Critério de Fernández-Procacci o mais eficiente seguido de Dobru-
shin que, por sua vez, é mais eficiente do que o de Kotecký-Preiss.

O Critério de Fernández-Procacci já foi aplicado em exemplos importantes da Mecânica
Estat́ıstica e provado para potenciais mais gerais, não necessariamente de interações do tipo
caroço duro [30, 61, 59, 60, 75]. Faremos a comparação entre estes critérios aplicando-os em
alguns exemplos na próxima seção.
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1.5 Exemplos

1.5.1 Modelo dominó em Z2

O modelo dominó em Z2 foi primeiramente considerado por Dobrushin em [21]. Os elementos
do espaço de poĺımeros P são pares de pontos vizinhos na rede bidimensional. Para qualquer
γ ∈ P fazemos ργ = ε, onde ε > 0. Dizemos que dois poĺımeros são incompat́ıveis se, e somente
se, eles têm intersecção não-vazia.

Vamos assumir que as funções µ(γ) presentes nas condições de Kotecký-Preiss, Dobrushin e
Fernández-Procacci, em (1.74), são constantes e iguais a µ.

A Condição de Kotecký-Preiss para o modelo dominó pode ser escrito como

ργ ≤ µ(γ)e−
P

γ̃ 6∼γ µ(γ̃) ⇐⇒ ε ≤ µe−7µ

fornecendo

ε ≤ 1
7e
≈ 0.0525.

Por outro lado, pela Condição de Dobrushin

ργ ≤ µ(γ)∏
γ̃ 6∼γ [1 + µ(γ̃)]

⇐⇒ ε ≤ µ

(1 + µ)7

o que fornece

ε ≤
1
6

(1 + 1
6)7

≈ 0.0566.

Finalmente, a Condição de Fernández-Procacci nos dá

ργ ≤ µ(γ)
Ξγ(µ)

⇐⇒ ε ≤ µ

1 + 7µ + 9µ2
,

donde obtemos

ε ≤ 1
13
≈ 0.0769.

1.5.2 O gás de rede

Seja G = (V,E) um grafo infinito de grau limitado com conjunto de vértices V, conjunto de elos
E e grau máximo ∆. O sistema de poĺımeros obtido escolhendo P = V e G = G é chamado gás
de rede do tipo caroço duro auto-repulsivo em G. Neste caso, os poĺımeros são os vértices de G
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Dizemos que dois poĺımeros {x, y} ⊂ V são incompat́ıveis se ou y = x (auto-repulsão) ou
{x, y} ∈ E (interação de pares do tipo caroço duro). Vamos supor que a atividade de um
poĺımero x ∈ P é constante, isto é, ρx = ρ para todo x ∈ V. É esperado que o raio de
convergência dependa fortemente da estrutura topológica de G. Consideramos inicialmente o
pior caso, ou seja, quando o grafo G é tal que os vizinhos mais próximos de qualquer vértice são
dois a dois compat́ıveis. Isso acontece, por exemplo, se G é uma árvore ou se é uma rede cúbica
Zd. A Condição de Kotecký-Preiss para este modelo conduz a

ρx ≤ µ(x)e−
P

y 6∼x µ(y) ⇐⇒ ρ ≤ µe−(∆+1)µ,

o que fornece

ρ ≤ 1
(∆ + 1)e

.

Por outro lado, a Condição de Dobrushin nos dá

ρ ≤ µ(x)∏
y 6∼x[1 + µ(y)]

⇐⇒ ρ ≤ µ

(1 + µ)∆+1
,

fornecendo

ρ ≤
1
∆

(1 + 1
∆)∆+1

=
∆∆

(∆ + 1)∆+1
.

Finalmente, pela Condição de Fernández-Procacci

ρ ≤ µ(x)
Ξx(µ)

⇐⇒ ρ ≤ µ

1 + (∆ + 1)µ +
∑∆

k=2

(
∆
k

)
µk

=
µ

µ + (1 + µ)∆
,

resultando

ρ ≤
1

∆−1

1
∆−1 +

(
1 + 1

∆−1

)∆
=

1

1 + ∆∆

(∆−1)∆−1

.

A cota acima pode ser melhorada usando o fato de que, para qualquer grafo de grau limitado
G com grau máximo ∆, o raio de convergência ρG do gás de rede com interações do tipo caroço
duro em G é menor ou igual do que o raio de convergência ρT∆

do gás de rede com interações do
tipo caroço duro na árvore regular T∆ com grau ∆. Isso ocorre devido à função (1.21) quando
calculada para o gás de poĺımeros em que os poĺımeros são vértices do grafo de grau limitado
G = (V,E) com grau máximo ∆ ser menor ou igual do que quando calculada para o gás de
poĺımeros cujos vértices estão na árvore regular T∆.

Neste caso, o raio ρT∆
pode ser calculado explicitamente [67, 69]:

ρT∆
=

(∆− 1)(∆−1)

∆∆
. (1.75)

O exemplo do gás de rede será estudado mais detalhamente no Caṕıtulo 4 quando estudarmos
a ligação entre a o gás de rede e o Método Probabiĺıstico.
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1.5.3 Gás de subconjuntos finitos de um conjunto enumerável

Consideremos um conjunto infinito enumerável V.

Definimos o espaço de poĺımeros por PV = {R ⊂ V : |R| < ∞} e a relação de incompatibili-
dade em PV da seguinte forma diremos que γ 6∼ γ′ se, e somente se, γ ∩ γ′ 6= ∅.

Note agora que os poĺımeros têm uma cardinalidade, de modo que podemos falar acerca
de grandes poĺımeros e pequenos poĺımeros. Como antes, a cada poĺımero γ é associado uma
atividade ρ(γ). Assim, a atividade ρ é um elemento de [0,∞) com entradas ρ(γ), γ ∈ PV.
Observe que aqui é permitido o valor ρ(γ) = 0 para algum γ de modo a ficar mais geral. Por
exemplo, na expansão de poĺımeros para sistemas de spins a altas temperaturas, o espaço de
poĺımeros é sempre PV para algum V adequado. No entanto, temos que ρ(γ) = 0 sempre que
|γ| = 1. Chamamos esta particular e importante realização de gás de poĺımeros abstratos como
gás de subconjuntos finitos.

Seja agora Λ um conjunto finito de V. Uma configuração do gás de poĺımeros em Λ é dada
uma vez especificado o conjunto de poĺımeros presentes em Λ. É claro, estes poĺımeros devem ser
dois a dois compat́ıveis, isto é, uma configuração em Λ é uma coleção de subconjuntos disjuntos.
A probabilidade de ver a configuração {γ1, . . . , γn} na caixa Λ é definida por

Probρ(γ1, . . . , γn) = Ξ−1
Λ

n∏

i=1

ρ(γi)

onde ΞΛ é uma função partição conforme:

ΞΛ(ρ) = 1 +
∑

n≥1

∑
{γ1,...,γn}: γi⊂Λ

γi∩γj=∅

ρ(γ1) . . . ρ(γn) (1.76)

Vamos comparar três condições para esse modelo, começando com a Condição de Kotecký-
Preiss. Escolha µ(γ) = ργea|γ|. A condição (1.71) se torna a bem conhecida desigualdade:

∑
γ̃∈P
γ̃ 6∼γ

ργ̃ ea|γ̃| ≤ a|γ|, ∀γ ∈ P. (1.77)

Agora, usando o fato de que γ̃ 6∼ γ significa γ̃ ∩ γ 6= ∅, temos
∑

γ̃ 6∼γ

ργ̃ea|γ̃| ≤ |γ| sup
x∈V

∑

γ̃3x

ργ̃ea|γ̃|. (1.78)

Assim, (1.77) se torna

sup
x∈V

∑
γ∈P
γ3x

|ργ | ea|γ| ≤ a. (1.79)
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Por outro lado, a Condição de Dobrushin pode ser escrita como

ργ ≤ c(γ)∏
γ̃∈P: γ̃ 6∼γ [1 + c(γ̃)]

.

Escolhendo novamente c(γ) = |ργ |ea|γ| a condição acima pode ser reescrita como:
∏
γ̃∈P
γ̃ 6∼γ

(1 + |ργ̃ |ea|γ̃|) ≤ ea|γ|, ∀γ ∈ P,

ou seja,
∑
γ̃∈P
γ̃ 6∼γ

log(1 + |ργ̃ |ea|γ̃|) ≤ a|γ|, ∀γ ∈ P. (1.80)

Assim,

sup
x∈V

∑
γ∈P
γ3x

log(1 + |ργ |ea|γ|) ≤ a, (1.81)

que é um pouco melhor do que (1.79).

Finalmente, a Condição de Fernández-Procacci torna-se

Ξ γ
P(c) ≤ ea|γ| (1.82)

onde

Ξ γ
P(c) = 1 +

|γ|∑

n=1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi 6∼γ,γi∼γj

n∏

i=1

|ργi |ea|γi|.

Novamente usamos o fato de que γi 6∼ γj ⇐⇒ γi ∩ γj 6= ∅ e γi ∼ γj ⇐⇒ γi ∩ γj = ∅ para
estimar o fator

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi 6∼γ,γi∼γj

n∏

i=1

|ργi |ea|γi|.

Note que este fator é zero quando n > |γ|, pois não tem como escolher n subconjuntos γi de
V tais que todos sejam dois a dois compat́ıveis (ou seja, disjuntos) e todos incompat́ıveis com
um subconjunto fixado γ de V com número de elementos igual a |γ|. Por outro lado, quando a
soma acima não é zero, isto é, para n ≤ |γ|, ela pode ser limitada por

∑
(γ1,...,γn)∈Pn

γi 6∼γ,γi∼γj

n∏

i=1

ργie
a|γi| ≤ |γ|(|γ| − 1) · · · (|γ| − n + 1)

[
sup
x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ|
]n

≤
(|γ|

n

)
n!

[
sup
x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ|
]n

.
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Assim,

Ξ γ
P(c) ≤ 1 +

|γ|∑

n=1

(|γ|
n

)[
sup
x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ|
]n

=

[
1 + sup

x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ|
]|γ|

. (1.83)

Logo, (1.82) pode ser reescrita como

[
1 + sup

x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ|
]|γ|

≤ ea|γ|

isto é,

sup
x∈V

∑
γ∈P
x∈γ

|ργ |ea|γ| ≤ ea − 1. (1.84)

Note que o polidisco obtido não é exatamente o do critério de Fernández-Procacci pois
fazemos a estimativa (1.83). Lembramos que a condição (1.84) já havia sido obtida no ińıcio da
década de 70 por Gruber e Kunz [43] utilizando o método das equações de Kirkwood-Salzburg
e, desde então, havia sido pouco utilizada.

Tentar entender este fato, ou seja, como se deu a obtenção do mesmo critério de convergência
de Fernández-Procacci através de uma técnica totalmente diferente, foi uma das questões que
motivaram a elaboração desta tese.

Para este exemplo do gás de subconjuntos apresentaremos uma prova por indução deste
critério, assim concluindo que as três abordagens: cotar os coeficientes de Ursell usando identi-
dades do tipo grafo-árvore, o método indutivo e as equações de Kirkwood-Salzburg, são equiva-
lentes, pelo menos neste contexto.
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Caṕıtulo 2

O Método das equações de

Kirkwood-Salzburg

2.1 O Formalismo de Gruber-Kunz para o gás de subconjuntos

Consideremos novamente um conjunto infinito enumerável V e, no que segue, Λ sempre denotará
um subconjunto finito de V.

No célebre artigo de Gruber and Kunz [43], o sistema de poĺımeros P considerado é composto
apenas por partições de Λ e a incompatibilidade é dada pela intersecção. Outra diferença é que
não é considerada a contribuição do conjunto vazio, ou seja:

ΞΛ(ρ) =
∑

n≥1

∑
{γ1,...,γn}: ∪γi=Λ
|γi|≥1, γi∩γj=∅

ρ(γ1) . . . ρ(γn). (2.1)

Nesse caso sempre podemos escrever

ΞΛ(ρ) =
∑

n≥1

∑
{γ1,...,γn}: ∪γi=Λ
|γi|≥1, γi∩γj=∅

ρ(γ1) . . . ρ(γn)

=
∑

n≥0

∑
{γ1,...,γn}

|γi|≥2, γi∩γj=∅

ρ(γ1) . . . ρ(γn)
∏

x∈Λ\∪γi

ρ({x})

=
∏

x∈Λ

ρ({x})
[
1 +

∑

n≥1

∑
{γ1,...,γn}: ∪γi=Λ
|γi|≥2, γi∩γj=∅

ρ̃(γ1) . . . ρ̃(γn)

]
, (2.2)

onde, para qualquer γ ∈ P tal que |γ| ≥ 2,

ρ̃(γ) =
ρ(γ)∏

x∈γ ρ({x}) .
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Assim, o “gás de partições”de Gruber e Kunz é, neste sentido, equivalente ao gás de poĺımeros
usual onde os poĺımeros têm cardinalidade maior do que 1.

Posto isso, sem perda de generalidade, podemos considerar o caso geral (1.76), ou seja,
as configurações de poĺımeros {γ1, . . . , γn} contribuindo para a função partição (1.76) não são
necessariamente uma partição de Λ e, eventualmente, podem conter átomos, isto é, alguns dos
γi podem ter cardinalidade |γi| = 1.

Definimos as funções de correlação deste gás, a volume finito Λ, por

φρ
Λ(γ1, . . . , γp) =

1
ΞΛ(ρ)

ρ(γ1) . . . ρ(γp)

[
1 +

∑

n≥1

∑

{γ̃1,...,γ̃n}: γ̃i⊆Λ\∪p
i=1

γi
γ̃i∩γ̃j=∅

ρ(γ̃1) . . . ρ(γ̃n)

]
. (2.3)

As correlações então podem ser escritas como

φρ
Λ(γ1, . . . , γp) = ρ(γ1) . . . ρ(γp)

ΞΛ\∪iγi
(ρ)

ΞΛ(ρ)
.

de modo que, assim como Gruber e Kunz sugerem, consideramos as funções

φ̄ρ
Λ(γ1, . . . , γp) =

ΞΛ\∪iγi
(ρ)

ΞΛ(ρ)
. (2.4)

Lembre que queremos determinar um polidisco {zγ ∈ CP : |zγ | ≤ ργ}, o qual não dependente
de Λ, onde as correlações são anaĺıticas. Assim, se para cada conjunto finito de poĺımeros as
funções 2.22 são anaĺıticas, certamente as correlações o serão, assim, nos fixamos nestas últimas.

Note que esta função pode ser vista como uma função dos subconjuntos de Λ (em vez de
uma função numa p-upla do conjunto de poĺımeros), isto é, se X = ∪iγi,

φ̄ρ
Λ(γ1, . . . , γp) = φ̄ρ

Λ(X) =
ΞΛ\X(ρ)
ΞΛ(ρ)

. (2.5)

Observe que φ̄ρ
Λ(∅) = 1 e ainda, note agora que para qualquer Z ⊂ V finito e para qualquer

x1 ∈ V\Z, podemos escrever

ΞZ∪{x1}(ρ) = ΞZ(ρ) +
∑

S⊂Z

ρ({x1} ∪ S)ΞZ\S(ρ), (2.6)

onde na soma sobre os subconjuntos S ⊂ Z, o subconjunto ∅ está incluso. A fórmula acima
pode então ser reescrita como

ΞZ(ρ) = ΞZ∪{x1}(ρ) −
∑

S⊂Z

ρ({x1} ∪ S)ΞZ\S(ρ). (2.7)
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Agora, seja Z ∪ {x1} ⊂ Λ e faça X = Λ\Z, de modo que x1 ∈ X e Z = Λ\X. Então, (2.7)
torna-se:

ΞΛ\X(ρ) = ΞΛ\(X−x1)(ρ) −
∑

S⊂Λ\X
ρ({x1} ∪ S)ΞΛ\(X∪S)(ρ) (2.8)

ou, dividindo esta equação por ΞΛ e usando definição das funções φ̄ρ
Λ em 2.5, obtemos:

φ̄ρ
Λ(X) = φ̄ρ

Λ(X − x1) −
∑

S⊂Λ\X
ρ({x1} ∪ S)φ̄ρ

Λ(X ∪ S). (2.9)

Definição 2.1. Estas equações são as Equações de Kirkwood-Salzburg para este sistema
de poĺımeros.

Nestas equações, x1 pode ser qualquer ponto em X, mas vamos considerar aqui x1 como o
menor vértice em alguma enumeração escolhida a priori em V.

A dedução das equações de Kirkwood-Salzburg foi relativamente simples porém, o leitor que
observar a prova no trabalho original de Gruber e Kunz [43] ficará surpreso com as complicadas
identidades algébricas usadas pelos autores até que eles obtenham essas equações.

O ponto central desta demonstração, não percebido por ninguém na época de Gruber e
Kunz, é que as equações de Kirkwood-Salzburg são conseqüência imediata da então chamada
Identidade Fundamental, equação satisfeita pela função partição, equação (2.6) neste caso, veja
[67] pág. 36.

Essa identidade tem papel fundamental na prova por indução do Critério de Dobrushin e
isso foi um forte ind́ıcio de que poderia existir uma prova indutiva para este critério de Gruber
e Kunz (re-obtido por Fernández e Procacci anos mais tarde).

De fato, no caṕıtulo seguinte usando justamente esta identidade, chegaremos neste critério
para a convergência da pressão usando o método indutivo.

O restante da prova segue os passos de Gruber e Kunz, usuais no método de Kirkwood-
Salzburg, ou seja, constrúımos um espaço de Banach e um operador a partir das equações de
Kirkwood-Salzburg e, do controle da norma, obteremos a analiticidade desejada.

Seja ξ > 1 e considere o espaço de Banach Bξ das funções complexas definidas em subcon-
juntos finitos não-vazios de V (isto é, em PV) com a norma

‖f‖ξ = sup
X∈PV

|f(X)|
ξ|X|

= sup
X⊂V
|X|<∞

|f(X)|
ξ|X|

.
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Defina a função φ̃Λ : PV → C como

φ̃ρ
Λ(X) =





φ̄ρ
Λ(X), se X ⊂ Λ

0, caso contrário.

Então, para ρ ∈ [0,∞)P , claramente φ̃ρ
Λ ∈ Bξ pois |φ̃ρ

Λ(X)| ≤ 1, isso porque, por definição,
φ̃ρ

Λ(X) é ou 0 ou a razão entre funções de partição onde o numerador possui menos parcelas e
(ρ ≥ 0).

Definimos agora em Bξ um operador linear Kρ como segue:

(Kρf)(X) =





f(X − x1)−
∑

S∈P∗(V)
S∩X=∅

ρ({x1} ∪ S)f(X ∪ S), se |X| ≥ 2

− ∑
S∈P∗(V)
S∩{x}=∅

ρ({x} ∪ S)f({x} ∪ S), se X = {x}
(2.10)

onde P ∗(V) = PV ∪ {∅}.

Afirmação: O operador Kρ está bem definido em Bξ, ou seja, é realmente um operador
Kρ : Bξ → Bξ quando a atividade ρ satisfaz

sup
x∈V

∑
γ∈PV
γ3x

ρ(γ)ξ|γ| < ∞. (2.11)

Prova: Pela Definição 2.10, para qualquer X ∈ PV e f ∈ Bξ,

|(Kρf)(X)| ≤ |f(X − x1)|+
∑

S∈P∗(V)
S∩X=∅

|ρ({x1} ∪ S)||f(X ∪ S)|

≤ ξ|X|−1‖f‖ξ +
∑

S∈P∗(V)
S∩X=∅

|ρ({x1} ∪ S)|ξ|X|+|S|‖f‖ξ

= ξ|X| ‖f‖ξ
1
ξ

[
1 +

∑
S∈P∗(V)
S∩X=∅

|ρ({x1} ∪ S)|ξ|S|+1

]

≤ ξ|X| ‖f‖ξ
1
ξ

[
1 + sup

x∈V

∑
S∈P∗(V)
S∩X=∅

|ρ({x} ∪ S)|ξ|S|+1

]

= ξ|X| ‖f‖ξ
1
ξ

[
1 + sup

x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ρ(γ)|ξ|γ|
]
.

então,

‖(Kρf)‖ξ ≤ ‖f‖ξ
1
ξ

[
1 + sup

x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ρ(γ)|ξ|γ|
]
.
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Assim, Kρ é um operador limitado em Bξ e ainda

‖Kρ‖ξ ≤ 1
ξ

[
1 + sup

x∈Zd

∑
γ∈PV
x∈γ

|ρ(γ)|ξ|γ|
]
. (2.12)

Agora a idéia é reescrever a equação (2.9) como uma equação no espaço de Banach Bξ

envolvendo o operador Kρ. Consideremos a função caracteŕıstica

χΛ(X) =





1, se X ⊂ Λ

0, caso contrário.

Para volumes fixos Λ, o conjunto de equações (2.9) é válido para todo ∅ 6= X ⊂ Λ. Podemos
estender essas equações para todo X ∈ PV usando o operador χΛ fazendo simplesmente

φ̃Λ(X) = χΛ(X)φ̃Λ(X − x1) − χΛ(X)
∑

S⊂Λ\X
ρ({x1} ∪ S)φ̃Λ(X ∪ S). (2.13)

Observe agora que χΛ também pode ser vista como operador:

(χΛf)(X) = χΛ(X)f(X), para todo f ∈ Bξ

que é linear (e limitado) em Bξ. Também definimos o vetor α ∈ Bξ como

α(X) =





1, se |X| = 1

0, caso contrário.

Então, (2.13) se torna

φ̃Λ = χΛα + χΛKρφ̃Λ, (2.14)

cuja única solução em Bξ é

φ̃Λ = (1− χΛKρ)−1 χΛα,

desde que

‖χΛKρ‖ξ < 1

que é claramente satisfeita se

‖Kρ‖ξ < 1. (2.15)
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Portanto, podemos concluir que, onde (2.15) é satisfeita, φΛ existe, é finita e anaĺıtica em ρ.
Isso acontecerá, lembrando (2.12), quando a seguinte desigualdade for satisfeita

1
ξ

[
1 + sup

x∈Zd

∑
γ∈PV
x∈γ

|ρ(γ)|ξ|γ|
]

< 1. (2.16)

Ou seja, seguindo a notação mais usual com ξ = ea (a > 0), provamos o seguinte teorema nesta
seção:

Teorema 2.1. As funções de correlação (2.3) (a volume finito Λ qualquer) do gás de subcon-
juntos finitos de V são anaĺıticas no polidisco {(zγ)γ∈P ∈ CP : |zγ | ≤ ργ} se existe a > 0 tal
que

sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ρ(γ)| ea|γ| < ea − 1. (2.17)

Conforme dito antes, a simplificação da prova de Gruber e Kunz é devida à observação de que
as equações de Kirkwood-Salzburg são conseqüência direta da identidade fundamental satisfeita
pela função partição (2.6):

ΞZ∪{x1}(ρ) = ΞZ(ρ) +
∑

S⊂Z

ρ({x1} ∪ S)ΞZ\S(ρ). (2.18)

No contexto do gás de poĺımeros abstratos essa equação se escreve como:

ΞZ∪{γ0}(ρ) = ΞZ(ρ) + ρ(γ0)ΞZ\Γ∗(γ0)(ρ), (2.19)

onde Z é um subconjunto finito do conjunto de poĺımeros, γ0 /∈ Z e Γ∗(γ0) = {γ ∈ Z : γ 6∼ γ0}.

Assim, como esta identidade fundamental gera as equações de Kirkwood-Salzburg que de-
terminam as correlações no caso do gás de subconjuntos, é natural que a sua correspondente no
gás abstrato nos leve às correlações também, veremos isso na próxima seção.

A condição para a convergência no caso abstrato utilizando essa abordagem clássica das
equações de Kirkwood-Salzburg nos levará a uma condição levemente pior do que a condição de
Dobrushin, como veremos a seguir. No entanto, com uma modificação na abordagem, voltando
a tentar controlar a série e não a norma do operador, obteremos de fato a condição de Dobrushin
que será apresentada na Seção 2.3.

2.2 As equações de Kirkwood-Salzburg para o gás de poĺımeros

abstratos

Nesta seção aplicaremos o método das equações de Kirkwood-Salzburg para o sistema de poĺımeros
abstratos. Para aplicar este método primeiramente precisaremos definir as funções de correlação

44



do sistema.

Definição 2.2. Seja U ⊂ P. Dizemos que U é compat́ıvel se |U | = 1, ou |U | ≥ 2 e para qualquer
par {γ, γ′} ⊂ U temos γ ∼ γ′. Do contrário, dizemos que U ⊂ P é incompat́ıvel.

As funções de correlação representam a probabilidade de ver no sistema os poĺımeros γ1, . . . , γn.

No volume finito Λ, se U = {γ1, . . . , γn} é compat́ıvel, definimos a função de correlação por

φΛ(γ1, . . . , γp) =
1

ΞΛ(ρΛ)
ρ(γ1) . . . ρ(γp)

∑

n≥1

∑
{γ̃1,...,γ̃n}⊂Λ
γ̃i∼γi, γ̃i∼γ̃j

ρ(γ̃1) . . . ρ(γ̃n) (2.20)

enquanto que, se U = {γ1, . . . , γn} é incompat́ıvel, dizemos que φΛ(γ1, . . . , γp) = 0. Isso é
condizente com a convenção usual de que soma de zeros parcelas é zero.

Note que φΛ(γ1, . . . , γp) é a soma das probabilidades das configurações nas quais o conjunto
{γ1, . . . , γp} está presente.

Notação 2.1. Seja U ⊂ P e seja γ ∈ P. Usaremos o śımbolo γ 6∼ U quando existe γ′ ∈ U tal
que γ 6� γ′.

Notação 2.2. Denotamos Γ(U) = {γ ∈ P : γ 6∼ U} e Γ∗Λ(U) = {γ ∈ Λ : γ 6∼ U e γ /∈ U}.

Então observe que a correlação pode ser escrita como

φΛ(γ1, . . . , γp) = ρ(γ1) . . . ρ(γp)
ΞΛ\Γ(∪iγi)

ΞΛ
(2.21)

Assim como Gruber e Kunz, para X ⊂ Λ vamos considerar as funções

φ̄Λ(X) =
ΞΛ\X
ΞΛ

. (2.22)

Este conjunto de funções é maior do que o conjunto de funções de correlação a volume finito
quando X varia em Λ, pois existem muitos conjuntos Y ⊂ Λ para os quais não há U ⊂ Λ
compat́ıvel tal que Γ(Y ) = U .

Assim, as funções de correlação formam um subconjunto próprio deste conjunto de funções
do tipo (2.22) acima. Dessa forma, se provarmos que para qualquer X ⊂ Λ a função (2.22) é
anaĺıtica em relação às atividades algum polidisco uniformemente no volume Λ, então o mesmo
será verdade para as funções de correlação (2.20).

As equações de Kirkwood-Salzburg para as funções φ̄Λ(X) podem ser obtidas através da
relação

ΞZ∪{γ0}(ρ) = ΞZ(ρ) + ρ(γ0)ΞZ\Γ∗Z(γ0)(ρ), (2.23)
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onde Z é um subconjunto finito do conjunto de poĺımeros, γ0 /∈ Z e Γ∗Z(γ0) = {γ ∈ Z : γ 6∼ γ0}.

Suponha que Z ∪ {γ0} ⊂ Λ com γ0 /∈ Z. Dividindo a equação anterior por ΞΛ(ρ) temos:

ΞZ∪{γ0}(ρ)
ΞΛ(ρ)

=
ΞZ(ρ)
ΞΛ(ρ)

+ ρ(γ0)
ΞZ\Γ∗Z(γ0)(ρ)

ΞΛ(ρ)
. (2.24)

Assim, fazendo Z = Λ\X temos que γ0 ∈ X e, pela definição (2.22), a equação (2.24) se
torna

φ̄Λ(X\γ0) = φ̄Λ(X) + ρ(γ0)φ̄Λ(X ∪ Γ∗Λ(γ0)) (2.25)

isto é,

φ̄Λ(X) = φ̄Λ(X\γ0)− ρ(γ0)φ̄Λ(X ∪ Γ∗Λ(γ0)). (2.26)

Note que γ0 ∈ X, enquanto Γ∗Λ(γ0) = {γ ∈ Λ : γ 6= γ0, γ 6∼ γ0} ⊂ Λ\X.

Lembrando a seção anterior, é natural denominarmos estas equações de Equações de Kirkwood-
Salzburg para o gás de poĺımeros abstratos.

Seja PF (P) o conjunto de todos os subconjuntos finitos de P. Definimos o espaço de Banach
Bξ

ρ formado pelas funções f : PF (P) → C com norma

‖f‖ξ = sup
X∈PF (P)

f(X)∏
γ∈X ξ(γ)

, (2.27)

onde ξ : P → R+ é uma função positiva que será escolhida adequadamente de modo que ξ(γ) > 1,
para todo γ ∈ P.

Considere o operador KΛ
ρ em Bξ

ρ definido por:

(KΛ
ρ f)(X) =





f(X − γ0)− ρ(γ0)f(X ∪ Γ∗Λ(γ0)) se |X| ≥ 2

−ρ(γ0)f(X ∪ Γ∗Λ(γ0)) se X = {γ0},

onde γ0 é o primeiro poĺımero em X onde escolhemos alguma enumeração E : N→ P : n 7→ γn

do conjunto enumerável P de modo que em qualquer conjunto X ⊂ P podemos pegar um
poĺımero γ0 com o menor ı́ndice n da enumeração escolhida.

Vamos verificar que KΛ
ρ é, de fato, um operador agindo em Bξ

ρ.
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KΛ
ρ é claramente linear. Além disso

|(KΛ
ρ f)(X)| = |f(X\γ0)|+ |ρ(γ0)||f(X ∪ Γ∗Λ(γ0))|

≤ ‖f‖ξ

∏

γ∈X\γ0

ξ(γ) + |ρ(γ0)|‖f‖ξ

∏

γ∈X

ξ(γ)
∏

γ∈Γ∗Λ(γ0)

ξ(γ)

≤
∏

γ∈X

ξ(γ)‖f‖ξ

[
1

ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈ΓΛ(γ0)

ξ(γ)
]]

,

onde ΓΛ(γ0) = Γ∗Λ(γ0) ∪ {γ0} = {γ̃ ∈ Λ : γ̃ 6∼ γ0}.

Assim, temos que para qualquer f ∈ Bξ
ρ, qualquer X ⊂ P e γ0 ∈ X:

|(KΛ
ρ f)(X)|∏

γ∈X ξ(γ)
≤ ‖f‖ξ

[
1

ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ)
]]

,

pois
∏

γ∈Γ(γ0) ξ(γ) ≥ ∏
γ∈ΓΛ(γ0) ξ(γ) e usando ξ(γ) > 1, ∀ γ ∈ P.

Portanto, para qualquer f ∈ Bξ
ρ:

‖(KΛ
ρ f)‖ξ ≤ ‖f‖ξ sup

γ0∈P

[
1

ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ)
]]

.

Portanto, KΛ
ρ é um operador limitado em Bξ

ρ com norma limitada por

‖KΛ
ρ ‖ξ ≤ sup

γ0∈P

[
1

ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ)
]]

, (2.28)

notando que a cota é uniforme no volume Λ.

De novo, a idéia é reescrever o conjunto de equações (2.26) como uma equação no espaço de
Banach Bξ

ρ envolvendo o operador KΛ
ρ . Em vista disso, vamos estender a definição das funções

φ̄Λ(X) para qualquer conjunto finito X ⊂ P (e não apenas para os conjuntos X ⊂ Λ).

Como antes, χΛ : P → R é dada por:

χΛ(X) =





1, se X ⊂ Λ

0, caso contrário

A extensão de φ̄Λ para qualquer conjunto é dada por φ̃Λ(X) = χΛ(X)φ̄Λ(X).

Novamente a função χΛ define um operador linear e limitado no espaço de Banach:

(χΛf)(X) = χΛ(X)f(X), ∀ f ∈ Bξ
ρ.
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E então, podemos escrever as equações (2.26), para todo X ⊂ PF (P) conforme:

φ̃Λ(X) = χΛ(X)φ̃Λ(X\{γ0}) − χΛ(X)ρ(γ0)φ̃Λ(X ∪ Γ∗Λ(γ0)). (2.29)

Se a função α ∈ Bξ
ρ então, como antes, temos:

α(X) =





1, se |X| = 1

0, caso contrário.

Assim, (2.29) se torna

φ̃Λ = χΛα + χΛKΛ
ρ φ̃Λ, (2.30)

cuja única solução em Bξ
ρ é

φ̃Λ = (1− χΛKΛ
ρ )−1( χΛα), (2.31)

desde que ‖χΛKΛ
ρ ‖ξ < 1, que é garantido quando ‖KΛ

ρ ‖ξ < 1.

Ou seja, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Dada ρ > 0, se existe ξ(γ) > 1, para todo γ tal que

sup
γ0∈P

[
1

ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ)
]]

< 1 (2.32)

então, por (2.28), ‖KΛ
ρ ‖ξ < 1, onde Λ é um conjunto finito qualquer, e as funções de correlação

(2.20) do gás de poĺımeros abstratos são anaĺıticas no polidisco {(zγ)γ∈P ∈ CP : |zγ | ≤ ργ}.

Note que, a menos do supremo, esta é a Condição de Dobrushin. De fato, basta tomar
ξ(γ) = eµ(γ), µ > 0 em (3.1) e observar que:

1
ξ(γ0)

[
1 + |ρ(γ0)|

∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ)
]

< 1 ⇔ |ρ(γ0)|
∏

γ∈Γ(γ0)

ξ(γ) < ξ(γ0)− 1. (2.33)

Aqui, mais uma vez, o método de controlar diretamente a série formal de interesse se mostrará
superior aos demais, mesmo nesta abordagem das equações de Kirkwood-Salzburg.

De fato, na sessão seguinte não vamos usar um operador num espaço de Banach, controlare-
mos diretamente a série formal gerada pelas equações de Kirkwood-Salzburg que correspondem
às correlações e provaremos que é suficiente o Critério de Dobrushin, sem a necessidade do
supremo da condição (2.32).
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2.3 A prova do Critério de Dobrushin usando as equações de

Kirkwood-Salzburg

.

A maneira de escapar desta hipótese mais restritiva que precisamos exigir na sessão anterior
é utilizar uma filosofia mais próxima à de Fernández-Procacci do que a de Gruber-Kunz na
abordagem do problema. Ou seja, tentar controlar a série formal que é produzida a partir das
equações de Kirkwood-Salzburg que as correlações satisfazem e não a norma do operador.

Como já vimos, as correlações de um gás de poĺımeros abstratos com atividades {zγ}γ∈P
serão anaĺıticas no polidisco {{zγ}γ∈P ∈ CP : |zγ | ≤ ργ} onde ργ > 0, ∀ γ ∈ P, se conseguirmos
provar que a seguinte série formal é convergente:

φΛ = (1− χΛKΛ
ρ )−1(χΛα) = χΛ

∑

n≥0

(KΛ
ρ )n( χΛα). (2.34)

Lembrando a definição de KΛ
ρ : CF (P) → CF (P)

KΛ
ρ f(X) =

{
−χΛ(X)ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se |X| = 1(X = {γ0})
χΛ(X)f(X − γ0)− χΛ(X)ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se 2 ≤ |X|, (2.35)

onde F (P) denota a coleção de todos os subconjuntos finitos de P, γ0 é o primeiro elemento de
X segundo alguma ordem fixada de ińıcio e

α(X) =

{
1, se |X| = 1
0, caso contrário.

Como estamos supondo ρ > 0, ou seja, ργ > 0 ∀ γ ∈ P, temos que KΛ−ρ leva funções positivas
em funções positivas, ou seja, KΛ−ρ : [0,+∞]F (P) → [0, +∞]F (P) é definida por

KΛ
−ρf(X) =

{
χΛ(X)ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se |X| = 1 (X = {γ0})
χΛ(X)f(X − γ0) + χΛ(X)ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se 2 ≤ |X|, (2.36)

donde segue facilmente que

φΛ = (1− χΛKΛ
ρ )−1(χΛα) = χΛ

∑

n≥0

(KΛ
ρ )n( χΛα) ≤

∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α). (2.37)

Assim, basta provar que a Condição de Dobrushin para a atividade ρ nos garante que a série

∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α) (2.38)
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é convergente, uniformemente em Λ.

Sabemos que a Condição de Dobrushin pode ser enunciada da seguinte forma:

Existe ξ ∈ (1,+∞)F (P) tal que para todo γ0 ∈ P, vale a desigualdade:

1 + ργ0

∏

γ∈Γ(γ0)

ξγ ≤ ξγ0 , (2.39)

Podemos estender ξ de maneira natural para uma função que denotaremos pela mesma letra
ξ ∈ [0, +∞]F (P) definida por ξ(X) =

∏
γ∈X ξγ .

É importante ressaltar que ξ assume somente valores finitos. A prova de que (2.38) é conver-
gente seguirá da Condição de Dobrushin.

Na próxima proposição, como queremos controlar uma cotar superior, podemos desprezar as
funções caracteŕısticas e assim trabalhar com o operador:

KΛ
ρ f(X) =

{
−ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se |X| = 1 (X = {γ0})
f(X − γ0)− ργ0f(X ∪ ΓΛ(γ0)), se 2 ≤ |X|.

Proposição 2.1. Seja ΦΛ
ρ : [0, +∞]F (P) → [0, +∞]F (P) a função definida por:

ΦΛ
ρ (f) = α + KΛ

−ρ(f),

onde ρ e ξ satisfazem a Condição de Dobrushin (2.39).

Então:

(i)
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) é finita e é o ponto fixo mı́nimo de ΦΛ
ρ .

(ii) |φΛ(ρ)(X)| ≤ ∑
n≥0(K

Λ−ρ)
n(α)(X) ≤ ξ(X) para qualquer X ∈ F (P). Como ξ não

depende de Λ, a cota é uniforme em Λ.

Prova: Aqui usaremos resultados sobre reticulados que são discutidos em detalhe no Apêndice
B. Se f ≤ g, então ΦΛ

ρ (f) ≤ ΦΛ
ρ (g), ou seja, ΦΛ

ρ é monótona e ainda, como [0, +∞]F (P) é um
reticulado completo, pelo Teorema de Knaster-Tarski, sabemos que ΦΛ

ρ possui um ponto fixo.

A existência do ponto fixo não surpreende, pois de imediato percebemos que a função cons-
tante f ≡ +∞ é ponto fixo de ΦΛ

ρ , mas a Condição de Dobrushin nos garantirá a existência de
outro ponto fixo que será finito.

Como
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α)(X) é uma soma de termos positivos para qualquer X ∈ F (P), segue
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que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) = supN

∑N
n=0(K

Λ−ρ)
n(α) e então:

ΦΛ
ρ


∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α)


 = ΦΛ

ρ

[
sup
N

N∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n(α)

]
= α + KΛ

−ρ

[
sup
N

N∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n(α)

]

= α + sup
N

KΛ
−ρ

[
N∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n(α)

]
= α + sup

N

[
N+1∑

n=1

(KΛ
−ρ)

n(α)

]

=
∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α).

É importante ressaltar que este ponto fixo é construindo de maneira iterativa a partir do
menor elemento do reticulado, ou seja, a função nula. De fato,

(ΦΛ
ρ )N (0) =

N−1∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n(α),

ou seja, (ΦΛ
ρ )N (0) é uma seqüência crescente e

lim
N

(ΦΛ
ρ )N (0) = sup

N
(ΦΛ

ρ )N (0) =
∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α).

Assim, tal como no teorema de Tarski-Kantorovitch, é fácil ver que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) é o ponto
fixo mı́nimo Ψ de ΦΛ

ρ . De fato, como 0 ≤ Ψ, então 0 ≤ ΦΛ
ρ (0) ≤ (ΦΛ

ρ )2(0) ≤ ... ≤ (ΦΛ
ρ )N (0) ≤ Ψ.

Disto segue que limN (ΦΛ
ρ )N (0) =

∑
n≥0(K

Λ−ρ)
n(α) ≤ Ψ e, por outro lado, como já sa-

bemos que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) é ponto fixo e que Ψ é o ponto fixo mı́nimo, conclúımos que∑
n≥0(K

Λ−ρ)
n(α) = Ψ.

Para terminar a prova de (i), basta provar que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) = Ψ é de fato finito e isso
segue do item (ii) que provaremos agora. Observemos que a Condição de Dobrushin implica
que:

ΦΛ
ρ (ξ)(X) ≤ ξ(X) , ∀ X ∈ F (P) , (2.40)

ou seja, ΦΛ
ρ (ξ) ≤ ξ. Como ξ é finita e, lembrando que pelo Teorema de Knaster-Tarski o ponto

fixo mı́nimo é o menor ponto g do reticulado [0, +∞]F (P) tal que ΦΛ
ρ (g) ≤ g e também como já

provamos que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α) é ponto fixo, segue então que
∑

n≥0(K
Λ−ρ)

n(α)(X) ≤ ξ(X), para
qualquer que seja X ∈ F (P). Resta apenas provar a desigualdade (2.40).
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Seja X tal que |X| ≥ 2, então:

ΦΛ
ρ (ξ)(X) =

(
α + KΛ

−ρ ξ
)
(X) = ξ(X − γ0) + ργ0 ξ

(
X ∪ ΓΛ(γ0)

)

≤ ξ(X − γ0) + ργ0 ξ
(
X − γ0)ξ

(
ΓΛ(γ0)

)

= ξ(X − γ0)
[
1 + ργ0 ξ

(
ΓΛ(γ0)

)]

= ξ(X − γ0)[1 + ργ0

∏

γ∈ΓΛ(γ0)

ξγ ]

≤ ξ(X − γ0)ξγ0 = ξ(X).

A primeira desigualdade é assegurada pelo fato de ξγ ≥ 1 para todo γ, pois disto segue
que ξ(X ∪ Y ) ≤ ξ(X)ξ(Y ) para quaisquer X e Y em F (P). A segunda desigualdade segue da
Condição de Dobrushin. O caso em que |X| = 1 é análogo.

Observação: É posśıvel provar o item (ii) sem apelar para a caracterização do ponto fixo
mı́nimo de Knaster-Tarski. Para provar a desigualdade (2.40) só precisamos da Condição de
Dobrushin e, iterando esta desigualdade e usando a monotonicidade da função ΦΛ

ρ , obtemos que
para todo N ≥ 1:

N∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n( α) + (KΛ
−ρ)

N+1 ξ ≤
N−1∑

n=0

(KΛ
−ρ)

n( α) + (KΛ
−ρ)

N ξ ≤ ξ (2.41)

e então ∑

n≥0

(KΛ
−ρ)

n(α) ≤ ξ . (2.42)

O fato de ξ ser finita e de usarmos uma desigualdade do tipo ΦΛ
ρ (ξ) ≤ ξ são os mesmos

prinćıpios usados por Fernández e Procacci em [32] e por Faris em [30]. Assim como nestes
trabalhos, temos interesse no ponto fixo que é uma série gerada de maneira iterativa cuja finitude
é garantida por esta desigualdade. O ponto fixo acaba se mostrando finito e, como conseqüência,
a série de interesse também.
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Caṕıtulo 3

O Método indutivo

Neste caṕıtulo apresentaremos várias demonstrações, todas por indução, dos critérios de convergência
para a expansão do gás de poĺımeros abstratos e do Critério de Fernández-Procacci para a
convergência da expansão do gás de subconjuntos finitos da rede.

Note que já vimos nos caṕıtulos anteriores que o Critério de Dobrushin pode ser obtido
usando duas técnicas diferentes: cotando diretamente os termos da série usando identidades do
tipo grafo-árvore como fizeram Fernández e Procacci [32] ou usando as equações de Kirkwood-
Salzburg como vimos no caṕıtulo anterior.

Cabe ressaltar que será respondida uma questão que intrigava especialistas da área referente
ao gás de subconjuntos da rede. Depois de Fernández e Procacci [32] terem obtido para o
gás de poĺımeros abstratos, através do controle da série, o mesmo critério que Gruber e Kunz
[43] obtiveram para o gás de subconjuntos da rede usando as equações de Kirkwood-Salzburg,
naturalmente surge a pergunta se é posśıvel obter a mesma cota através da indução.

Apresentaremos esta prova por indução no final deste caṕıtulo respondendo a pergunta.

3.1 Critério de Dobrushin

A Prova a seguir utiliza a abordagem de Miracle-Solé [52].

Em todas as provas por indução deste caṕıtulo supomos ρ(γ) > 0 para todo poĺımero, e
garantiremos a analiticidade no polidisco {|zγ | ≤ ρ(γ)}.

Teorema 3.1. Seja P um conjunto de poĺımeros com a relação de incompatibilidade 6∼. Supon-
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hamos que exista uma função positiva µ̃(γ), γ ∈ P, tal que, para todo γ0 ∈ P

ρ(γ0) ≤ (eµ̃(γ0) − 1) exp{−
∑

γ 6∼γ0

µ̃(γ)}. (3.1)

Então, para qualquer γ0 ∈ P, temos

|Σγ0 |(ρ) ≤ µ̃(γ0) (3.2)

e

ρ(γ0)|Πγ0 |(ρ) ≤ eµ̃(γ0) − 1, (3.3)

onde |Σγ0 |(ρ) é a série definida em (1.5) e Πγ0(ρ) é a série definida em (1.9).

Conforme observado nas seções anteriores, esta formulação é equivalente à Proposição 1.1
através de mudança da variáveis

µ(γ) = eµ̃(γ0) − 1.

Prova: A prova será feita por indução em |Λ|. Assuma que para um dado Λ (e qualquer um de
seus subconjuntos) a seguinte estimativa é satisfeita, para qualquer γ ∈ Λ,

|Σγ |(ρΛ) ≤ µ̃(γ), (3.4)

onde |Σγ |(ρΛ) é a versão a volume finito da série |Σγ |(ρ). Já vimos várias vezes que Σγ pode ser
escrita como diferença de logaritmos, donde

− log ΞΛ(−ρΛ) + log ΞΛ\γ0
(−ρΛ\γ) ≤ µ̃(γ)

e também, para todo Λ′ ⊂ Λ,

− log ΞΛ(−ρΛ) + log ΞΛ′(−ρΛ′) ≤
∑

γ∈Λ\Λ′
µ̃(γ). (3.5)

Considere agora γ0 ∈ P\Λ, assim:

ΞΛ∪γ0(ρΛ∪γ0) = ΞΛ(ρΛ) + ρ(γ0)ΞΛ\Γ∗(γ0)(ρΛ\Γ∗(γ0))

e então,

ΞΛ∪γ0(−ρΛ∪γ0) = ΞΛ(−ρΛ)− ρ(γ0)ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0)) (3.6)

onde Γ∗(γ0) = {γ ∈ Λ : γ 6∼ γ0}. Por (3.5)

− log ΞΛ(−ρΛ) + log ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0)) ≤
∑

γ∈Γ∗(γ0)

µ̃(γ).
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Observe que, como Γ∗(γ0) ⊂ Λ e γ0 /∈ Λ, temos
∑

γ∈Γ∗(γ0)

µ̃(γ) ≤ −µ̃(γ0) +
∑
γ∈P
γ 6∼γ0

µ̃(γ)

e também

− log ΞΛ(−ρΛ) + log ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0)) = log
[
ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))

ΞΛ(−ρΛ)

]
.

Logo,

ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))
ΞΛ(−ρΛ)

≤ exp
{
− µ̃(γ0) +

∑
γ∈P
γ 6∼γ0

µ̃(γ)
}

(3.7)

e, pela hipótese (3.1),

ρ(γ0)
ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))

ΞΛ(−ρΛ)
≤ ρ(γ0) exp

{
− µ̃(γ0) +

∑
γ∈P
γ 6∼γ0

µ̃(γ)
}

≤ (eµ̃(γ0) − 1)e−µ̃(γ0) = 1− e−µ̃(γ0).

Assim, usando o fato de que − ln(1− x) é uma função de x crescente para x ∈ (−1, 1),

|Σγ0 |(ρΛ∪γ0) = − log ΞΛ∪γ0(−ρΛ∪γ0) + log ΞΛ(−ρΛ)

= − log
[
ΞΛ∪γ0(−ρΛ∪γ0)

ΞΛ(−ρΛ)

]

= − log
[
1− ρ(γ0)

ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))
ΞΛ(−ρΛ)

]

≤ − log
[
1− (1− e−µ̃(γ0))

]
= µ̃(γ0).

Isso prova a afirmação (3.4) para Λ ∪ γ0, e logo, para todo Λ finito em P.

Para provar a cota (3.3) apenas observe que, para Λ tal que γ0 ∈ Λ, temos

ρ(γ0)|Πγ0 |(ρΛ) = ρ(γ0)
∂

∂zγ0

log ΞΛ(zΛ)|zΛ=−ρΛ = ρ(γ0)
ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))

ΞΛ(−ρΛ)
.

Agora podemos usar (3.7) levando em conta que γ0 ∈ Λ. Então,

ΞΛ\Γ∗(γ0)(−ρΛ\Γ∗(γ0))
ΞΛ(−ρΛ)

≤ exp
{

+
∑
γ∈P
γ 6∼γ0

µ̃(γ)
}

(3.8)

Finalmente, usando (3.8) e a hipótese (3.1), obtemos (3.3).

A seguir, veremos a versão de Sokal para a prova do Critério de Dobrushin [67].
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Teorema 3.2. Seja P um conjunto de poĺımeros com relação de incompatibilidade 6∼. Suponha-
mos que uma seqüência de números positivos rγ é dada e, suponhamos a existência de constantes
kγ, γ ∈ P tais que 0 ≤ kγ < 1/rγ e, para todo γ ∈ P,

kγ ≥
∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− kγ̃rγ̃

(3.9)

Então, para qualquer Λ ⊂ P finito, a função partição ΞΛ(z) não se anula no polidisco

D̄r = {z ∈ CP : |zγ | ≤ rγ ∀γ ∈ P}
satisfazendo

∣∣∣∣
∂ log ΞΛ(z)

∂zγ

∣∣∣∣ ≤
kγ

1− kγ |zγ | , (3.10)

onde γ ∈ Λ, do contrário, ∂ log ΞΛ(z)/∂zγ = 0. Além disso, se z e z̃ pertencem a D̄r e z̃γ/zγ ∈
[0,∞) para cada γ ∈ P, então

∣∣∣∣log
ΞΛ(z̃)
ΞΛ(z)

∣∣∣∣ ≤
∑

γ∈Λ

∣∣∣∣log
1− kγ |z̃γ |
1− kγ |zγ |

∣∣∣∣ . (3.11)

Observação. Primeiramente, observamos que (3.10) implica (3.11) por integração. De fato,
suponhamos que z and z̃ diferem apenas em um ponto γ0 ∈ Λ, isto é, z̃γ̃ = zγ̃ para todo γ̃ 6= γ

e z̃γ 6= zγ com z̃γ/zγ ≥ 0. Definamos agora a função zα tal que

zα(γ) =

{
zγ̃ se γ̃ 6= γ

αzγ̃ se γ̃ = γ
(3.12)

Então, para z̃, z tais que z̃γ̃ = zγ̃ para todo γ̃ 6= γ e z̃γ 6= zγ com z̃γ/zγ ≥ 0.
∣∣∣∣log

ΞΛ(z̃)
ΞΛ(z)

∣∣∣∣ = |log ΞΛ(z̃)− log ΞΛ(z)|

=

∣∣∣∣∣
∫ z̃γ/zγ

1

d

dα
log ΞΛ(zα)dα

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ z̃γ/zγ

1
zγ

∂

∂zγ
log ΞΛ(zα)dα

∣∣∣∣∣

≤ |zγ |
∣∣∣∣∣
∫ z̃γ/zγ

1

∣∣∣ ∂

∂zγ
log ΞΛ(zα)

∣∣∣dα

∣∣∣∣∣

≤ |zγ |
∣∣∣∣∣
∫ z̃γ/zγ

1

kγ

1− αkγ |zγ |dα

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log

1− kγ |z̃γ |
1− kγ |zγ |

∣∣∣∣ . (3.13)

Vamos agora ordenar os poĺımeros em Λ como γ1, . . . , γn com n = |Λ| e definir zi
Λ para

i = 1, . . . , n:

z̃i
γ =

{
zγ se γ ∈ {γ1, . . . , γi}
z̃γ se γ ∈ {γi+1, . . . , γn}

(3.14)
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Por convenção, podemos assumir z̃0 = z̃ e z̃n = z. Então,
∣∣∣∣log

ΞΛ(z̃)
ΞΛ(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log

ΞΛ(z̃)
ΞΛ(z̃1)

ΞΛ(z̃1)
ΞΛ(z̃2)

. . .
ΞΛ(z̃n−1)

ΞΛ(z)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

log
ΞΛ(z̃i−1)
ΞΛ(z̃i)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣log
ΞΛ(z̃i−1)
ΞΛ(z̃i)

∣∣∣∣ .

Note que quaisquer i = 1, . . . , n z̃i−1 e z̃i são tais que z̃i−1
γ = z̃i

γ para todo γ ∈ Λ exceto
quando γ = γi. Neste caso, z̃i−1

γ = zγ e z̃i
γ = z̃γ . Isso significa que em cada termo da desigualdade

acima podemos aplicar a cota (3.13) e obter:

∣∣∣∣log
ΞΛ(z̃)
ΞΛ(z)

∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣log
1− kγi |z̃γi|
1− kγi |zγi |

∣∣∣∣ =
∑

γ∈Λ

∣∣∣∣log
1− kγ |z̃γ |
1− kγ |zγ |

∣∣∣∣ ,

a qual é, de fato, a desigualdade (3.11).

Observação. O Teorema 3.2 é equivalente ao Corolário 1.4. De fato,

kγ ≥
∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− kγ̃rγ̃

⇐⇒ kγrγ ≥ rγ

∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− kγ̃rγ̃

⇐⇒ cγ ≥ rγ

∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− cγ̃

,

onde cγ = kγrγ , isto é,

kγ ≥
∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− kγ̃rγ̃

⇐⇒ cγ

1− cγ
≥ rγ

∏

γ̃ 6∼γ

1
1− cγ̃

ou, fazendo
µγ =

cγ

1− cγ
,

com µγ > 0. Como cγ = kγrγ < 1, obtemos

kγ ≥
∏
γ̃ 6=γ
γ̃ 6∼γ

1
1− kγ̃rγ̃

⇐⇒ µγ ≥ rγ

∏

γ̃ 6∼γ

(1 + µγ̃).

Assim, o Teorema 3.2 pode ser reformulado como segue: se existe µγ rγ , γ ∈ P tal que
µγ > 0, rγ > 0 e

rγ ≤ µγ∏
γ̃ 6∼γ

(1 + µγ̃)
,

então,
∣∣∣∣
∂ log ΞΛ(z)

∂zγ

∣∣∣∣ ≤
kγ

1− kγ |zγ | (3.15)

que é a equação (1.66).
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Prova do Teorema 3.2. Usaremos novamente indução na cardinalidade Λ. Para Λ = ∅ a prova é
trivial. Assim, assuma que com a hipótese (3.9), a cota (3.10) (e por isso (3.11) são verdadeiras
para todos os conjuntos com cardinalidade < n em P. Considere agora Λ ⊂ P com cardinalidade
|Λ| = n. Lembrando que:

Πγ0

Λ (z) =
∂

∂zγ0

ln ΞΛ(z) =
FΛ\{γ0}(z)

1 + zγ0FΛ\{γ0}(z)
, (3.16)

onde

FΛ\{γ0}(z) =
ΞΛ\Γ(γ0)(z)
ΞΛ\{γ0}(z)

=
ΞΛ\{γ0}(z̃)
ΞΛ\{γ0}(z)

(3.17)

com Γ(γ0) = {γ ∈ Λ : γ 6∼ γ0} e

z̃γ =

{
zγ se γ /∈ Γ(γ0)
0 se γ ∈ Γ(γ0).

(3.18)

Note que z̃γ/zγ ≥ 0. Assim, podemos aplicar a hipótese de indução em (3.17) e obter

| log FΛ\{γ0}(z)| ≤
∑

γ∈Λ\γ0

∣∣∣∣log
1− kγ |z̃γ |
1− kγ |zγ |

∣∣∣∣ =
∑

γ∈Γ(γ0)
γ 6=γ0

∣∣∣∣log
1

1− kγ |zγ |

∣∣∣∣ ≤ kγ0 ,

de forma que na última desigualdade usamos a hipótese (3.9). Sendo assim,
∣∣∣∣

∂

∂zγ0

ln ΞΛ(z)
∣∣∣∣ ≤

|FΛ\{γ0}(z)|
1− |zγ0 ||FΛ\{γ0}(z)| ≤

kγ0

1− |zγ0 |kγ0

.

3.2 Critério de Gruber-Kunz-Fernández-Procacci para o Gás de

subconjuntos finitos

Usando uma abordagem próxima à de Miracle-Solé, apresentamos agora uma prova do critério
encontrado por Fernández e Procacci [32] para o gás de subconjuntos finitos.

Como vimos anteriormente, os dois obtiveram esta condição aplicando o novo critério obtido
por ambos para o gás de poĺımeros abstratos para este modelo fazendo uma estimativa da função
partição, veja a desigualdade 1.83.

Teorema 3.1. Considere novamente PV a coleção de subconjuntos finitos de um conjunto enu-
merável V com a relação de incompatibilidade dada pela intersecção ∩. Suponhamos que exista
um número positivo a > 0 tal que, para todo x ∈ V,

∑
γ∈PV
x∈γ

ρ(γ) ea|γ| ≤ ea − 1.

58



Então, para todo Λ ⊂ V finito,

|ΣΛ
x |(ρ) ≤ a, (3.19)

onde x ∈ Λ e

|ΣΛ
x |(ρ) =

∞∑

n=1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)⊆Λn

∃i: x∈γi

|φT (γ1, . . . , γn)| ρ(γ1) . . . ρ(γn).

Prova. Primeiro observe que pela propriedade da alternância de sinais de φT (γ1, . . . , γn), temos

|ΣΛ
x |(ρ) = − log ΞΛ(−ρ) + log ΞΛ\{x}(−ρ) (3.20)

A prova será por indução em |Λ|.

O primeiro passo consiste em determinar a base da prova por indução. Neste caso, provare-
mos que (3.19) é válida quando Λ contém apenas um ponto.

Seja Λ = {x}, então

|Σ{x}x |(ρ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑
(γ1,...,γn)⊆({x})n

∃i: x∈γi

|φT (γ1, . . . , γn)| ρ(γ1) . . . ρ(γn)

=
∞∑

n=1

1
n!
|φT ({x}, . . . , {x})| [ρ({x})]n =

∞∑

n=1

1
n

[ρ({x})]n

≤
∞∑

n=1

1
n

[
1− 1

ea

]n
= − log

[
1−

(
1− 1

ea

)]
= a,

onde a terceira igualdade é devida a Identidade de Penrose, pois ela nos garante que |φT ({x}, . . . , {x})| =
(n− 1)!. Já a desigualdade ocorre por hipótese ρ({x}) ≤ 1− 1

ea .

Suponha, por hipótese de indução, que a desigualdade (3.19) á satisfeita para um dado Λ e
qualquer um de seus subconjuntos. Tome x ∈ Zd\Λ. Queremos limitar

|ΣΛ∪{x}
x |(ρ) = − log ΞΛ∪{x}(−ρ) + log ΞΛ(−ρ) = − log

ΞΛ∪{x}(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

.

Sabemos que
ΞΛ∪{x}(−ρ) = ΞΛ(−ρ)−

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)ΞΛ\S(−ρ),

assim,
ΞΛ∪{x}(−ρ)

ΞΛ(−ρ)
= 1−

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)
ΞΛ\S(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

.
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Agora, seja S = {y1, . . . , yk} com k = |S|, então,

ΞΛ\S(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

=
ΞΛ\{y1}(−ρ)

ΞΛ(−ρ)
ΞΛ\{y1,y2}(−ρ)
ΞΛ\{y1}(−ρ)

ΞΛ\{y1,y2,y3}(−ρ)
ΞΛ\{y1,y2}(−ρ)

· · · ΞΛ\{y1,...,yk}(−ρ)
ΞΛ\{y1,...,yk−1}(−ρ)

.

O lado direito da equação acima é um produto de k = |S| termos da forma

ΞΛ̃\{z}(−ρ)

ΞΛ̃(−ρ)
,

com Λ̃ ⊂ Λ e z ∈ Λ̃. Assim, pela hipótese de indução, para cada um desses termos, obtemos

log
ΞΛ̃\{z}(−ρ)

ΞΛ̃(−ρ)
= log ΞΛ̃\{z}(−ρ)− log ΞΛ̃(−ρ)

= − log ΞΛ̃(−ρ) + log ΞΛ̃\{z}(−ρ)

= |ΣΛ̃
z |(ρ) ≤ a.

Adotando a convenção Λ\{y1, . . . , yi−1} = Λ, para i = 1,

log
ΞΛ\S(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

=
|S|∑

i=1

log
ΞΛ\{y1,...,yi}(−ρ)

ΞΛ\{y1,...,yi−1}(−ρ)
≤ |S| a

donde obtemos,
ΞΛ\S(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

≤ ea|S|.

Portanto,

|ΣΛ∪{x}
x |(ρ) = − log ΞΛ∪{x}(−ρ) + log ΞΛ(−ρ) = − log

ΞΛ∪{x}(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

= − log

[
1−

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)
ΞΛ\S(−ρ)
ΞΛ(−ρ)

]
≤ − log

[
1−

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)ea|S|
]

= − log

[
1−

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)ea|S|
]

= − log

[
1− 1

ea

∑

S⊂Λ

ρ({x} ∪ S)ea(|S|+1)

]

≤ − log

[
1− 1

ea
(ea − 1)

]
= a.

e a indução está completa.
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Caṕıtulo 4

Aplicações à Combinatória e Teoria

dos Grafos: o Método Probabiĺıstico

Entre os muitos assuntos estudados e desenvolvidos no século passado por Paul Erdös, um dos
mais proĺıficos matemáticos de todos os tempos, está o Método Probabiĺıstico. Uma técnica não-
construtiva que é hoje usada em diversas áreas da matemática tais como Teoria dos Números,
Combinatória, Álgebra Linear e Teoria dos Grafos.

Aparentemente, Szele em [72], foi quem primeiro explorou essa técnica. Ele mostrou que
existem torneios de n vértices com pelo menos n!2−(n−1) caminhos hamiltonianos e também
conjecturou que o número máximo de caminhos hamiltonianos em um torneio de n vértices é
no máximo n!

(2−o(1))n . Essa conjectura foi provada em 1990[4].

De 1947 em diante Erdös publicou uma série de trabalhos, entre eles [25, 26, 27, 28], aplicando
o Método Probabiĺıstico em vários problemas, popularizando a técnica de tal forma que há alguns
anos atrás o método era chamado de “Método de Erdös”[3].

A abordagem é a seguinte: para assegurar a existência de determinados objetos (estrutu-
ras combinatórias, grafos com determinadas propriedades pré-estabelicidas, etc) constrói-se um
espaço de probabilidade onde nossos objetos de interesse tem probabilidade positiva de ocorre-
rem. Nesta situação, em particular, tais objetos obrigatoriamente existem.

É vasta a literatura com resultados obtidos pelo próprio Erdös e por muitos outros ma-
temáticos usando essa poderosa ferramenta, mais recentemente o livro [3], que contém muitas
aplicações mostrando as diferentes maneiras de se aplicar a técnica. Dentre os diferentes en-
foques que podem ser usados ao aplicarmos o Método Probabiĺıstico em um problema estão o
Método do Primeiro Momento, o Método do Segundo Momento, Concentração via Martingais,
argumentos de contagem e o Lema local de Lovász. A contribuição desta tese é neste útimo
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enfoque.

Usando o trabalho de Shearer [69], Scott e Sokal mostraram a inesperada conexão entre os
aparentemente desconexos Critério de Dobrushin para convergência da expansão em poĺımeros
e Lema local de Lovász.

Um dos objetivos deste caṕıtulo é chamar a atenção para o fato de que o Lema local de
Lovász pode ser enunciado de tal forma que seja equivalente à convergência da expansão em
poĺımeros (e não a um critério espećıfico desta). Em particular, não só a melhora de Fernández
e Procacci traz conseqüências ao lema, bem como novos critérios de convergência que no futuro
surjam, poderão nos fornecer resultados mais fortes aumentando o número de exemplos onde o
Lema de Lovász é eficaz.

Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma: na primeira seção introduzimos o Lema local
de Lovász obtido por Erdös e Lovász em [27], e sua versão mais geral devida a Spencer [71].

Na Seção 4.2, esclarecemos a conexão entre o Lema de Lovász e a Mecânica Estat́ıstica ou,
mais especificamente, os critérios de convergência para o gás de rede, percebida por Scott e
Sokal.

Na Seção 4.3, comparamos as cotas inferiores obtidas por Spencer e Shearer.

Já na Seção 4.4, apresentamos nosso resultado que melhora o Lema de Lovász.

Por fim, na última seção, aplicamos nossa versão do Lema de Lovász em alguns exemplos
clássicos comparando com os resultados conhecidos até então.

4.1 O Lema Local de Lovász

A menos que se fale o contrário, nesta seção X denotará um conjunto finito e G um grafo tal
que V (G) = X.

Problema: Você possui uma coleção (Ax)x∈X de eventos ruins num determinado espaço de
probabilidade (Ω,A,P) os quais deseja evitar. Dentro da filosofia do Método Probabiĺıstico você
quer descobrir condições, as mais gerais posśıveis, de modo a garantir que com probabilidade
positiva nenhum destes eventos ruins ocorre, ou seja, quer o mı́nimo de restrições posśıveis para
que

P(
⋂

x∈X

Ax) > 0, (4.1)

onde Ax denota o complementar de Ax.

Exemplo 4.1. Seja (Ax)x∈X uma famı́lia de eventos independentes em (Ω,A,P).
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Basta exigir que P(Ax) = px < 1, ∀ x ∈ X, pois neste caso:

P(
⋂

x∈X

Ax) =
∏

x∈X

P(Ax) =
∏

x∈X

(1− px) > 0.

Exemplo 4.2. Seja (Ax)x∈X uma famı́lia de eventos em (Ω,A,P) tal que P(Ax) = px sobre a
qual você não sabe quais são independentes.

Como P(
⋃

x∈X Ax) ≤ ∑
x∈X P(Ax) =

∑
x∈X px, impondo que

∑
x∈X px < 1 obtemos o

resultado. De fato,

P(
⋂

x∈X

Ax) = P(
⋃

x∈X

Ax) = 1− P(
⋃

x∈X

Ax) ≥ 1−
∑

x∈X

px > 0.

Exemplo 4.3. Seja (Ai)i∈[n] uma famı́lia de eventos em (Ω,A,P) tal que P(Ai) = p ∀ i ∈ [n],
ou seja, o mesmo exemplo anterior onde agora todos os eventos são equiprováveis.

Como no exemplo anterior, basta tomar n.p < 1.

Os dois últimos exemplos não levam em conta a dependência entre os eventos. A idéia então
é que, caso seja posśıvel usar esta informação, obteremos maiores valores para as probabilidades
px de forma ainda a garantir P(

⋂
x∈X Ax) > 0.

O primeiro resultado nesta direção foi obtido por Paul Erdös e László Lovász em 1973 [27],
o qual continha a primeira versão do então chamado Lema Local de Lovász. Antes de enunciar
o teorema precisamos de algumas definições:

Definição 4.1. Seja A um evento em um espaço de probabilidade e (Ax)x∈X uma famı́lia de
eventos. Dizemos que A é mutuamente independente da famı́lia (Ax)x∈X quando A é inde-
pendente de todos os conjuntos da forma

⋂
x∈S Ax, com S ⊆ X.

Definição 4.2. Dizemos que G é um grafo de dependência para a famı́lia de eventos (Ax)x∈X

em um espaço de probabilidade quando, para cada x ∈ X, Ax é mutuamente independente da
famı́lia {Ay : y ∈ X\Γ∗(x)}.

É importante ressaltar que o grafo de dependência não é único, basta observar que dado um
grafo de dependência G para uma famı́lia de eventos (Ax)x∈X , qualquer outro grafo obtido a
partir deste adicionando elos a G será um grafo de dependência para a famı́lia. O resultado
obtido por Erdös e Lovász pode então ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.1. (Erdös e Lovász) Seja G um grafo de dependência para uma famı́lia de eventos
(Ax)x∈X com grau máximo ∆ e P(Ax) = px. Suponha que 4px∆ ≤ 1, para todo x ∈ X. Então,
P(

⋂
x∈X Ax) > 0.
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A prova do teorema é por indução, assim como a prova da versão mais geral obtida por
Joel Spencer em 1977 [71] que apresentaremos agora. De fato, segundo o próprio Spencer, esta
formulação da prova foi-lhe comunicada por Cecil Rousseau. Esta é a formulação mais popular
hoje em dia e a mais geral, no caso de grafos não orientados, que antecede nosso resultado o
qual apresentaremos na seção seguinte.

O Lema Local de Lovász enunciado por Spencer foi:

Teorema 4.2. (Lema Local de Lovász) Seja G um grafo de dependência para a famı́lia de
eventos (Ax)x∈X e suponha que existam (rx)x∈X números em [0, 1) tais que, para cada x,

P(Ax) = px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry). (4.2)

Então, P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ∏
x∈X(1− rx) > 0.

Prova: Suponhamos que |X| = n, ou seja, X = {x1, x2, ..., xn}. Assim, não só nesta demons-
tração mas em várias outras, sem perda de generalidade, vamos supor que X = [n] = {1, 2, ..., n}
seguindo a tradição de vários artigos sobre este teorema.

Afirmação: Para qualquer que seja i ∈ [n] e S ⊆ [n] com i /∈ S, temos que:

P(Ai|
⋂

j∈S

Aj) ≤ ri. (4.3)

O teorema segue imediatamente da afirmação, de fato:

P(
n⋂

i=1

Ai) = P(
n−1⋂

i=1

Ai).P(An|
n−1⋂

i=1

Ai) = P(
n−2⋂

i=1

Ai).P(An−1|
n−2⋂

i=1

Ai).P(An|
n−1⋂

i=1

Ai)

= P(A1).P(A2|A1).P(A3|A1 ∩A2)...P(An−1|
n−2⋂

i=1

Ai).P(An|
n−1⋂

i=1

Ai)

=
n∏

i=1

P(Ai|
i−1⋂

j=1

Aj) =
n∏

i=1

(1− P(Ai|
i−1⋂

j=1

Aj)) ≥
n∏

i=1

(1− ri) (4.4)

Prova da afirmação: Em dois casos é trivial, quando S = ∅ e quando S ∩ Γ(i) = ∅. Nestes dois
casos temos que P(Ai|

⋂
j∈S Aj) = P(Ai) e por hipótese P(Ai) ≤ ri

∏

j∈Γ(i)

(1− rj) ≤ ri.

Suponhamos agora que S ∩ Γ(i) 6= ∅. Seja S = S1 ∪ S2, onde S1 = S ∩ Γ(i) e S2 = S\S1.

A prova é por indução na cardinalidade do conjunto S. A base de indução é facilmente
verificada pois a desigualdade é valida quando S = ∅. Suponhamos então que para qualquer
T ⊂ S, T 6= S, a desigualdade (4.3) seja verdadeira.
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Assim, se S1 = {j1, j2, ..., j`}, por hipótese de indução segue que

P(Ajk
|

k−1⋂

m=1

Ajm ∩
⋂

j∈S2

Aj) ≤ rjk
, ∀ 2 ≤ k ≤ `. (4.5)

Quando k = 1 a desigualdade é novamente garantida pela hipótese de indução:

P(Aj1 |
⋂

j∈S2

Aj) ≤ rj1 . (4.6)

Assim como fizemos antes, temos que:

P(
⋂

jm∈S1

Ajm |
⋂

j∈S2

Aj) =
∏̀

k=1

P(Ajk
|

k−1⋂

m=1

Ajm ∩
⋂

j∈S2

Aj)

=
∏̀

k=1

(1− P(Ajk
|

k−1⋂

m=1

Ajm ∩
⋂

j∈S2

Aj))

≥
∏̀

k=1

(1− rjk
) ≥

∏

j∈Γ(i)

(1− rj), (4.7)

donde

P(Ai|
⋂

j∈S

Aj) = P(Ai|
⋂

jm∈S1

Ajm ∩
⋂

j∈S2

Aj) =

P(Ai ∩
⋂

jm∈S1

Ajm |
⋂

j∈S2

Aj)

P(
⋂

jm∈S1

Ajm |
⋂

j∈S2

Aj)

≤
P(Ai ∩

⋂

jm∈S1

Ajm |
⋂

j∈S2

Aj)

∏

j∈Γ(i)

(1− rj)
≤
P(Ai|

⋂

j∈S2

Aj)

∏

j∈Γ(i)

(1− rj)

=
P(Ai)∏

j∈Γ(i)

(1− rj)
≤

ri

∏

j∈Γ(i)

(1− rj)

∏

j∈Γ(i)

(1− rj)
= ri. (4.8)

Na penúltima igualdade usamos o fato de que S2 é composto somente por vértices que não
são adjacentes a i e, sendo G um grafo de dependência, Ai é mutuamente independente da famı́lia
(Aj){j∈S2}. Salientamos que a demonstração usa fortemente a identidade P(Ai) = P(Ai|

⋂

j∈S2

Aj),

onde S2 ⊆ [n]\Γ∗(i).

Esta última observação permite enfraquecer as hipóteses do teorema e nos leva à seguinte
definição:
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Definição 4.3. Dizemos que G é um grafo de dependência assimétrico1 para a famı́lia de
eventos (Ax)x∈X em um espaço de probabilidade quando, para cada x ∈ X,

P(Ax|
⋂

y∈Y

Ay) ≤ P(Ax), (4.9)

para todo Y ⊆ X\Γ∗(x).

Observação 4.1. Todo grafo de dependência é em particular um grafo de dependência as-
simétrico.

Este fato foi observado por Spencer e Erdös em 1991 [28], que perceberam a importância de
trabalhar com grafos mais gerais. O novo conceito foi usado para uma nova aplicação do Lema
Local de Lovász no estudo dos Latin Transversals. Veremos este exemplo no detalhe ainda neste
caṕıtulo, no qual será aplicado a generalização do Lema de Lovász obtida nesta tese.

O resultado obtido por Spencer e Erdös é o seguinte:

Teorema 4.3. Suponha que G é um grafo de dependência assimétrico para a famı́lia de eventos
(Ax)x∈X e suponha que existam (rx)x∈X números em [0, 1) tais que, para cada x,

P(Ax) = px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry). (4.10)

Então, P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ∏
x∈X(1− rx) > 0.

Prova: Análoga à do teorema anterior, observando que a penúltima igualdade da demonstração
é substitúıda pela desigualdade P(Ai|

⋂

j∈S2

Aj) ≤ P(Ai).

Agora podemos enunciar a generalização natural do teorema obtido por Erdös e Lovász. Esta
versão é chamada de caso simétrico, isto porque é muitas vezes enunciada no caso onde todos
os eventos tem uma mesma probabilidade p de ocorrerem ou tomando p = sup

i∈[n]
{P(Ai) = pi}.

Pela praticidade na verificação das hipóteses, esta versão do teorema é muitas vezes preferida
pelos autores. Neste caso não é necessário ter uma informação mais refinada a respeito da
estrutura do grafo de dependência, apenas o valor da probabilidade dos eventos (ou o supremo
destas) e o grau máximo ∆ do grafo de dependência.

Teorema 4.4. (Lema Local de Lovász - caso simétrico) Seja G um grafo de dependência
para uma famı́lia de eventos (Ai)i∈[n] com grau máximo ∆ e P(Ai) = pi. Suponha p.(∆+1).e ≤ 1
e considere p = sup

i∈[n]
pi. Então P(

⋂
i∈[n] Ai) > 0.

1A nomenclatura usual em inglês para este tipo de grafo é lopsidependency graph.
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Prova: Segue do Lema de Lovász usual, tomando ri = 1
∆+1 para todo i ∈ [n]. De fato, para ver

isso precisamos verificar a hipótese do Lema de Lovász, ou seja, para cada i ∈ [n] devemos ter:

P(Ai) = pi ≤ ri

∏

j∈Γ(i)

(1− rj). (4.11)

Mas como definimos ri = 1
∆+1 , temos:

∏

j∈Γ(i)

(1− rj) =
∏

j∈Γ(i)

(
1− 1

∆ + 1

)
≥

(
1− 1

∆ + 1

)∆

=
(

∆
∆ + 1

)∆

=
(

∆ + 1
∆

)−∆

=
(

1 +
1
∆

)−∆

(4.12)

Lembre que a seqüência bk =
(
1 + 1

k

)k é crescente e converge para o número de Euler,
portanto a seqüência 1

bk
=

(
1 + 1

k

)−k é decrescente e converge para 1
e .

Agora basta observar que, como por hipótese temos p.(∆+1).e ≤ 1, então para todo i ∈ [n]:

pi ≤ p ≤ 1
(∆ + 1)

.
1
e
≤ 1

(∆ + 1)
.

(
1 +

1
∆

)−∆

= ri

(
1 +

1
∆

)−∆

≤ ri

∏

j∈Γ(i)

(1− rj) (4.13)

Antes de entrarmos nos trabalhos de Shearer, Scott e Sokal, que nos ajudarão a entender a
ligação entre o Lema de Lovász e a convergência da expansão em poĺımeros, cabe ressaltar que
em 1996 Dobrushin [21, 22] chegou na mesma cota que Spencer aparentemente desconhecendo
completamente os trabalhos de Spencer, Erdös e Lovász.

O fato até aqui parece milagroso. Porém, após expormos o resultado de Shearer [69] ficará
claro que Scott e Sokal [67] perceberam que Shearer havia provado que a função partição não se
anulava dentro do raio de convergência estipulado por Dobrushin.

Ao apresentar a condição exigida pelo Lema Local de Lovász para um pesquisador de
Mecânica Estat́ıstica sem falar que se trata da hipótese do lema:

Existem (rx)x∈X números em [0, 1) tais que, para cada x ∈ X,

px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry), (4.14)

Se este desconhecesse o trabalho de Scott e Sokal, provavelmente responderia que o enunciado
se refere ao Critério de Dobrushin.

De fato, com uma fácil mudança de variáveis podemos colocar esta desigualdade na forma
que usualmente encontramos a condição de Dobrushin nos trabalhos em Mecânica Estat́ıstica:
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Tome 0 ≤ µ = (µx)x∈X definida por µx = rx
1−rx

, ou seja, rx = µx

1+µx
e então a desigualdade

px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry) nas novas variáveis pode ser escrita como:

px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry) =
µx

1 + µx

∏

y∈Γ(x)

(
1− µy

1 + µy

)

=
µx∏

y∈Γ∗(x)

(1 + µy)
. (4.15)

Assim, obtemos

Existem (µx)x∈X números em [0,+∞) tais que, para cada x ∈ X,

px ≤ µx∏

y∈Γ∗(x)

(1 + µy)
=

µx

ϕD
x (µ)

≡ RD

x . (4.16)

E esta é a maneira que apresentamos o Critério de Dobrushin no Caṕıtulo 1.

Outro ponto a ressaltar é que o Lema de Lovász não só fornece uma cota superior para
uma região para as probabilidades (px)x∈X onde temos a garantia de que P(

⋂
x∈X Ax) > 0, mas

também nos fornece uma cota inferior para a probabilidade P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ∏
x∈X(1 − px) > 0.

Esta cota inferior é válida dentro das hipóteses do Lema de Lovász, ou seja, dentro do polidisco
de poli-raio (RD

x )x∈X proveniente do critério de Dobrushin.

O que veremos a seguir é que Shearer [69] mostrou em 1985, entre outras coisas, que se
a pressão do gás de rede é anaĺıtica em um polidisco de poli-raio (RD

x )x∈X , então a função
partição ZG(w) em particular não se anula neste polidisco fechado e ainda é posśıvel garantir
que P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) > 0.

Scott e Sokal [67] perceberam o fato e esclareceram esta conexão somente em 2005. Note
que dentro do polidisco de poli-raio (RD

x )x∈X e pelo que apresentamos até agora, existem duas
cotas inferiores para P(

⋂
x∈X Ax): a que foi obtida por Spencer

∏
x∈X(1− px) e a que foi obtida

por Shearer ZG(−p).

A relação entre estas cotas veremos mais tarde. Na verdade, dentro do polidisco {(wx)x∈X :
|wx| ≤ RD

x } proveniente do Critério de Dobrushin valem as seguintes desigualdades:

|ZG(w)| ≥ ZG(−p) ≥
∏

x∈X

(1− px). (4.17)

Antes de apresentar o resultado de Shearer que foi revisitado por Scott e Sokal, introduzire-
mos alguns fatos sobre o gás de rede. A referência para a próxima seção é o excelente artigo de
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ambos [67] e o trabalho de Shearer [69].

4.2 A conexão com o Gás de Rede

Já estudamos o gás de poĺımeros abstratos, agora vamos citar alguns fatos de um modelo mais
espećıfico que citamos rapidamente no ińıcio para melhor entendermos o resultado de Shearer.

Como antes, nosso enfoque é no caso de interação do tipo caroço duro. Um análogo abstrato
dos modelos de gases em Mecânica Estat́ıstica que usam a formulação do ensemble grande
canônico pode ser posto da seguinte forma:

Seja X um conjunto finito que fará o papel do conjunto de posições onde as part́ıculas ou o
centro de massa destas podem estar. O nome gás de rede se refere ao fato que em geral estes pon-
tos estão dispostos em um ambiente espacial, por exemplo Z2. Em casos assim existe a noção de
distância e podemos refinar o modelo impondo, por exemplo, a exclusão dos primeiros vizinhos,
proibindo dessa forma que duas posições vizinhas na rede estejam ocupadas simultaneamente.

Um caso bem simples é quando para cada um dos pontos de X pode existir ou não uma
part́ıcula, e no máximo uma, e que ainda a interação dependa somente da distância entre elas.
Vamos supor também que as part́ıculas estejam dispostas numa rede onde os pontos de X são
muito distantes de modo a não existir interação entre elas.

Digamos que a atividade ou fugacidade de cada part́ıcula é a mesma w ∈ C. Lembre que
nos modelos esta quantidade contém informações como temperatura do sistema, entre outros.
Neste caso a função partição grande canônica se escreve da maneira mais simples posśıvel:

Ξ(w) = (1 + w)|X|. (4.18)

Note que isso nada mais é do que a soma de todas as possibilidades de existir ou não part́ıcula
em cada um dos pontos de X. Se introduzirmos um função interação de pares do tipo caroço
duro auto-repulsiva W : X ×X → {0, 1}, onde o adjetivo de auto-repulsivo se refere ao fato que
cada posição da rede só pode ter uma única part́ıcula (W (x, x) = 0 ∀ x ∈ X). A função partição
pode ser escrita da seguinte forma:

Ξ(w) = (1 + w)|X| =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(x1,...,xn)⊆Xn

wn
∏

1≤i<j≤n

W (xi, xj) (4.19)

Vamos generalizar um pouco considerando que as atividades não são todas iguais. Trabal-
haremos daqui pra frente no caso onde temos um vetor atividade w = (wx)x∈X ∈ CX e também
vamos supor que existe interação entre as part́ıculas.
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A maneira que faremos isso é introduzindo um grafo G = (X,E(G)) cujos elos são deter-
minados pela interação W e vice-versa, ou seja, se x 6= y então xy ∈ E(G) se e somente se
W (x, y) = 0.

Desta forma, fica claro que fixar a interação de pares W é o mesmo fixar um grafo G cujo
conjunto de vértices é X. Assim, podemos considerar modelos mais gerais como, por exemplo,
o gás de rede com uma interação onde as part́ıculas interagem com os seus primeiros vizinhos
determinados pelo grafo. Em Z2 cada ponto x teria quatro vizinhos. Se a posição x estivesse
ocupada por uma part́ıcula, então as quatro posições vizinhas deveriam estar vazias. Ainda
poderiam ser considerados gases com exclusão dos primeiros e segundos vizinhos, primeiros
segundos e terceiros etc

Assim, seguindo a notação de Scott e Sokal [67], a função partição Ξ que é determinada pelo
vetor atividade w e pela interação W , pode ser escrita na forma:

ZW (w) =
∞∑

n=0

1
n!

∑

(x1,...,xn)⊆Xn

(
n∏

i=1

wxi

) ∏

1≤i<j≤n

W (xi, xj), (4.20)

ou seja,

ZW (w) =
∑

T⊆X

(∏

x∈T

wx

)
 ∏

{x,y}⊆T

W (x, y)


 . (4.21)

Como o caso considerado aqui é o do gás com interação repulsiva do tipo caroço duro, dada
W constrúımos o grafo G e, reciprocamente, dado G podemos determinar os pares para os quais
W vale zero ou 1. Também podemos escrever a função partição em função do grafo G, em outras
palavras, a função (4.21) de fato pode ser escrita como:

ZG(w) =
∑
T⊆X

T∈I(G)

∏

x∈T

wx (4.22)

onde I(G) detona a famı́lia de subconjuntos independentes em relação ao grafo G do conjunto
X = V (G).

Definição 4.4. Dado um grafo G = (V, E) dizemos que T ⊆ V é independente em relação
ao grafo G se não existe elo de E ligando pontos de T .

Definição 4.5. Dado um grafo G = (V, E) o polinômio de conjuntos independentes2 de
G é dado por

ZG(w) =
∑
T⊆X

T∈I(G)

∏

x∈T

wx. (4.23)

2A nomenclatura em inglês é independent-set polynomial
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Em geral, nos artigos de combinatória e Teoria dos Grafos, ver por exemplo [18], o po-
linômio de conjuntos independentes é encontrado no caso mais restrito onde todas as atividades
coincidem, ou seja,

ZG(w) =
∑
T⊆X

T∈I(G)

w|T |, (4.24)

no entanto, usaremos a verão mais geral de várias variáveis.

Assim, o polinômio de conjuntos independentes de um grafo G = (X, E) é a função partição
do gás com interação W do tipo caroço duro constrúıda a partir do conjunto de elos E.

O que veremos a seguir é que se nos restringirmos a um polidisco onde a função partição
não possui zeros, ou seja, se as probabilidades p = (px)x∈X da famı́lia de eventos (Ax)x∈X estão
neste polidisco, então o teorema de Shearer nos garante que P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) > 0.

Para ajudar a entender o significado bem como a prova do resultado de Shearer e já prepa-
rando para a seção seguinte, lembramos um teorema de Scott e Sokal que prova uma série de
equivalências entre afirmações sobre o gás de rede:

Teorema 4.5. (Scott e Sokal) Considere um gás de rede em X com interação do tipo caroço
duro auto repulsiva determinada pelos elos do grafo G = (X, E) e seja R = (Rx)x∈X ≥ 0.

Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) −R = (−Rx)x∈X pertence a componente conexa do conjunto Z−1
G (0,+∞) ∩ (−∞, 0]X que

contém o vetor nulo 0.

(2) ZG(w) > 0, para todo w satisfazendo −R ≤ w ≤ 0.

(3) ZG(w) 6= 0, para todo w satisfazendo |w| ≤ R.

(4) A série de Taylor de log ZG(w) em torno do vetor 0 é convergente em w = −R.

(5) A série de Taylor de log ZG(w) é absolutamente convergente para |w| ≤ R.

(6) ZG(−R1S) > 0 para todo S ⊆ X, onde (−R1S)x = Rx quando x ∈ S e zero caso contrário.

(7) ZG(−R) > 0 e P (S) = (−1)|S|ZG(−R;S) ≥ 0 para todo S ⊆ X, onde

ZG(w; S) =
∑

T∈I(G)
S⊆T⊆X

∏

x∈T

wx. (4.25)

(8) Existe uma medida de probabilidade P definida em 2X tal que P (∅) > 0 e para cada S ⊆ X

∑

T :T⊇S

P (T ) =

(∏

x∈S

wx

)
 ∏

{x,y}⊆S

W (x, y)


 . (4.26)
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Lembre que se x 6= y então W (x, y) = 0 se, e somente se, xy ∈ E.

Existe uma única probabilidade satisfazendo estas condições e esta é definida por

P (S) = (−1)|S|ZG(−R;S) (4.27)

para todo S ⊆ X. Em particular, P (∅) = ZG(−R) > 0.

Prova: Ver [67] página 17.

Na verdade boa parte deste teorema é válido para um gás mais geral: as 5 primeiras
afirmações são equivalentes para qualquer gás com interação do tipo repulsiva 0 ≤ W (x, y) ≤ 1,
não necessariamente do tipo caroço duro.

Definição 4.6. Denotaremos por R(G) o conjunto de todos os vetores [0,+∞)X satisfazendo
as condições do teorema (4.5).

É feito um estudo sobre as diversas propriedades do conjunto R(G) em [67], em particular
temos:

Proposição 4.1. Para qualquer gás de rede repulsivo (0 ≤ W (x, y) ≤ 1) temos que:

(a) R(G) é um aberto de [0, +∞)X .

(b) Se 0 ≤ R′ ≤ R e R ∈ R(G) então R′ ∈ R(G).

(c) Se R ∈ ∂R(G) em [0,+∞)X então ZG(−R) = 0.

Prova: O item (a) é imediato do item (1) do teorema (4.5), e o item (b) segue direto do item (3)
do mesmo teorema. Para provar (c) lembre que ∂R(G) = R(G)\R(G) e suponhamos por absurdo
que R ∈ ∂R(G) e que ZG(−R) > 0. Note que já sab́ıamos que ZG(−R) ≥ 0 pois R ∈ R(G)
e ZG é cont́ınua e positiva quando restrita a R(G). Então, −R pertence à componente conexa
do conjunto Z−1

G (0, +∞) ∩ (−∞, 0]X que contém o vetor nulo 0. Para ver isso basta observar
que o conjunto −R(G)∪{−R} é conexo, onde −R(G) = {−p : p ∈ R(G)}. Assim teŕıamos que
R ∈ R(G), absurdo.

Vejamos agora um pequeno lema necessário antes de provarmos o resultado de Shearer que
conectou as duas teorias:

Lema 4.1. Seja (Ai)i∈[n] uma coleção de eventos em um espaço de probabilidade (Ω,A,P) e
seja S ⊆ [n], então P(

⋂
j∈S Bj) =

∑

T⊆S

(−1)|T |P(
⋂

j∈T

Bj).
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Prova: Para cada T ⊆ S defina f(T ) = P(
⋂

j∈T

Bj).

Agora, sobre os conjuntos Z tais que T ⊆ Z ⊆ S defina a função

g(Z) = P(
⋂

j∈Z

Bj ∩
⋂

j∈S\Z
Bj). (4.28)

Assim
f(T ) =

∑
Z:

T⊆Z⊆S

g(Z) (4.29)

e do prinćıpio de Inclusão-Exclusão3 segue que

g(T ) =
∑

Z:
T⊆Z⊆S

(−1)|Z|−|T |f(Z). (4.30)

Em particular, quando T = ∅, temos

g(∅) = P(
⋂

j∈S

Bj) =
∑

Z:
Z⊆S

(−1)|Z|f(Z) =
∑

Z⊆S

(−1)|Z|P(
⋂

j∈Z

Bj). (4.31)

Teorema 4.6. (Shearer) Seja G um grafo de dependência para uma famı́lia de eventos (Ax)x∈X

com P(Ax) = px. Suponha que P (S) = (−1)|S|ZG(−p; S) ≥ 0, para todo S ⊆ X.

Então P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ZG(−p) = P (∅) e esta cota inferior é a melhor posśıvel.

Prova : Se |X| = n então podemos assumir que X = [n] e consideramos o espaço mensurável
(Ω,P(Ω)) onde Ω = {0, 1}n é o conjunto das seqüências de zeros e uns e P(Ω) é o conjunto das
partes de Ω.

Tome a seguinte famı́lia dos cilindros (Bi)i∈[n], onde Bi = {(a1, ..., an) ∈ Ω : ai = 1} e a
medida P̃ é definida por

P̃(
⋂

i∈S

Bi) =
∑

T :
S⊆T⊆[n]

P (T ) =
∑

T :
S⊆T⊆[n]

(−1)|T |ZG(−p; T ), (4.32)

onde, como antes

ZG(p; S) =
∑

S⊆T⊆[n]:
T∈I(G)

∏

i∈T

pi. (4.33)

3Veja o apêndice (A)
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Aqui adotamos a convenção padrão de que a soma de zero parcelas é zero e o produto de
zero fatores é 1.

O valor de P̃ sobre a álgebra gerada pelos cilindros determina completamente a medida.
Mostraremos agora que (Ω,P(Ω), P̃) é de fato um espaço de probabilidade.

Se ∅ 6= S ⊆ [n] não é um conjunto independente em relação a G, isto é, se existem dois
vértices i e j em S tais que {i, j} ∈ E(G), então não existem conjuntos independentes em I(G)
que contém S. Isso implica que ZG(p; S) é uma soma de zero parcelas, que por convenção é
zero.

Assim, quando o conjunto {i ∈ [n] : i ∈ S} não é um conjunto independente para o grafo G,
temos P̃(

⋂
i∈S Bi) = 0.

Por outro lado, se S ⊆ [n] é independente,

P̃(
⋂

i∈S

Bi) =
∑

T :
S⊆T⊆[n]

P (T ) =
∑

T :
S⊆T⊆[n]

(−1)|T |ZG(−p;T )

=
∑

T :
S⊆T⊆[n]

(−1)|T |
∑

R:
S⊆T⊆R⊆[n]

R∈I(G)

∏

i∈R

(−pi)

=
∑

R:
S⊆R⊆[n]
R∈I(G)

∏

i∈R

pi

∑
T :

S⊆T⊆R⊆[n]

(−1)|R|−|T | =
∏

i∈S

pi. (4.34)

Quando S = ∅, ⋂
i∈S Bi = {(a1, ..., an) ∈ Ω : ai = 1 se i ∈ ∅} = Ω. Então podemos definir

diretamente P̃(
⋂

i∈∅Bi) = 1 e isso está consistente com nossa convenção acima, isto é, está
coerente com o produto de zero fatores resultar 1. Ou seja

P̃(Ω) = P̃(
⋂

i∈∅
Bi) =

∏

i∈∅
pi = 1. (4.35)

Nos resta mostrar que todas as seqüências tem medida maior ou igual a zero de ocorrerem
e teremos mostrado que P̃ é de fato uma probabilidade, em outras palavras, temos que verificar
que, para todo T ⊆ [n],

P̃(
⋂

i∈T

Bi ∩
⋂

i/∈T

Bi) ≥ 0. (4.36)

Por um lado temos que para todo T ⊆ [n],

P̃(
⋂

i∈T

Bi) =
∑

S:
T⊆S⊆[n]

P̃(
⋂

i∈S

Bi ∩
⋂

i/∈S

Bi), (4.37)
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mas por definição

P̃(
⋂

i∈T

Bi) =
∑

S:
T⊆S⊆[n]

P (S). (4.38)

Pelo Prinćıpio de Inclusão-Exclusão segue que

0 ≤ P (T ) = P̃(
⋂

i∈T

Bi ∩
⋂

i/∈T

Bi) =
∑

S:
T⊆S⊆[n]

(−1)|S|−|T |P̃(
⋂

i∈S

Bi). (4.39)

Assim, em particular,

P (∅) = P̃(
⋂

i∈[n]

Bi) = ZG(−p; ∅) = ZG(−p). (4.40)

A última identidade esclarece o enunciado do teorema quanto à afirmação de que a cota
inferior ZG(−p) é a melhor posśıvel.

De fato, acabamos de construir um espaço de probabilidade (Ω,P(Ω), P̃) e uma famı́lia
de eventos (Bi)i∈[n] com P̃(Bi) = pi, tal que G é um grafo de dependência para a famı́lia e
P̃(

⋂
i∈[n] Bi) = ZG(−p).

O teorema estará provado se conseguirmos mostrar que

P(
⋂

i∈[n]

Ai) ≥ P̃(
⋂

i∈[n]

Bi). (4.41)

Como para todo S ⊆ [n] temos que P̃(
⋂

i∈S Bi) ≥ P̃(
⋂

i∈[n] Bi), a desigualdade (4.41) é óbvia
se existe um conjunto S ⊆ [n] tal que P̃(

⋂
i∈S Bi) = 0.

Consideramos então o caso interessante onde P̃(
⋂

i∈S Bi) > 0, para todo S ⊆ [n].

Afirmação 1: A prova do teorema estará finalizada se provarmos que S1 ⊆ S2 implica que

P(
⋂

i∈S1
Ai)

P̃(
⋂

i∈S1
Bi)

≤ P(
⋂

i∈S2
Ai)

P̃(
⋂

i∈S2
Bi)

. (4.42)

De fato, se isto for verdade, então

1 =
P(

⋂
i∈∅Ai)

P̃(
⋂

i∈∅Bi)
≤
P(

⋂
i∈[n] Ai)

P̃(
⋂

i∈[n] Bi)
. (4.43)

E ainda, é suficiente provar a Afirmação 1 para o caso onde |S2 − S1| = 1.
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Para ver que basta provar para este caso suponha que este esteja provado e que |S2−S1| ≥ 2,
se a desigualdade (4.42) é verdadeira quando |S2 − S1| = 1, então se S2 = S1 ∪ {i1, i2, ..., ik}
temos

P(
⋂

i∈S1
Ai)

P̃(
⋂

i∈S1
Bi)

≤
P(

⋂
i∈S1∪{i1}Ai)

P̃(
⋂

i∈S1∪{i1}Bi)
≤ ... ≤

P(
⋂

i∈S1∪{i1,i2,...,ik}Ai)

P̃(
⋂

i∈S1∪{i1,i2,...,ik}Bi)
. (4.44)

A prova da afirmação é por indução em |S2|.

Caso 1: |S2| = 1. Nesse caso,

P(
⋂

i∈S2

Ai) = P(Ai) = 1− pi = P̃(Bi) = P̃(
⋂

i∈S2

Bi). (4.45)

Caso 2: Agora suponha que |S2| ≥ 2 e que a desigualdade (4.42) é verdadeira para qualquer
subconjunto S′2 tal que |S′2| < |S2|.

Tome S1 com S2 = S1 ∪ {i} e defina:

T1 = {j ∈ S1 : {i, j} /∈ E(G)} e T2 = {j ∈ S1 : {i, j} ∈ E(G)}

Então S1 = T1 ∪ T2 e pelo Lema (4.1) temos que:

P̃(
⋂

j∈S2

Bj) =
∑

T⊆S2

(−1)|T |P̃(
⋂

j∈T

Bj)

=
∑

T⊆S1∪{i}
T∈I(G)

(−1)|T |
∏

j∈T

pj

=
∑

T⊆S1
T∈I(G)

(−1)|T |
∏

j∈T

pj +
∑

T⊆T1∪{i}
T∈I(G)

i∈T

(−1)|T |
∏

j∈T

pj

= P̃(
⋂

j∈S1

Bj) + (−pi)P̃(
⋂

j∈T1

Bj). (4.46)

Para P(
⋂

j∈S2
Aj) temos

P(
⋂

j∈S2

Aj) = P(
⋂

j∈S1

Aj)− P(
⋂

j∈S1

Aj ∩Ai)

≥ P(
⋂

j∈S1

Aj)− P(
⋂

j∈T1

Aj ∩Ai)

= P(
⋂

j∈S1

Aj)− piP(
⋂

j∈T1

Aj), (4.47)

onde a última identidade é conseqüência de G ser um grafo de dependência para (Aj)j∈[n].
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Para simplificar a notação renomeamos P(
⋂

j∈S Aj) := α(S) e P̃(
⋂

j∈S Bj) := B(S). Então,
para concluir a prova basta mostrar que

α(S2)
B(S2)

≥ α(S1)
B(S1)

⇔ α(S2)
B(S2)

− α(S1)
B(S1)

≥ 0. (4.48)

A desigualdade (4.47) e a igualdade (4.46) implicam, respectivamente, que

α(S2) ≥ α(S1)− piα(T1) e B(S2) = B(S1)− piB(T1),

então,

α(S2)
B(S2)

− α(S1)
B(S1)

≥ α(S1)− piα(T1)
B(S1)− piB(T1)

− α(S1)
B(S1)

=
pi(B(T1)α(S1)− α(T1)B(S1))

(B(S1)− piB(T1))B(S1)

=
piB(T1)

B(S1)− piB(T1)
.

(
α(S1)
B(S1)

− α(T1)
B(T1)

)
≥ 0. (4.49)

onde a última desigualdade vem do fato que estamos no caso onde B(T1) = P̃(
⋂

j∈T1
Bj) > 0 e

por hipótese de indução,
(

α(S1)
B(S1) −

α(T1)
B(T1)

)
≥ 0, pois |S1| < |S2|.

Corolário 4.1. Seja G um grafo de dependência para uma famı́lia de eventos (Ax)x∈X com
P(Ax) = px. Suponha que P (S) = (−1)|S|ZG(−p;S) ≥ 0, para todo S ⊆ X e que ZG(−p; ∅) =
ZG(−p) > 0. Então, P(

⋂
x∈X Ax) > 0.

Prova: Imediata.

Corolário 4.2. Seja G um grafo de dependência para uma famı́lia de eventos (Ax)x∈X com
P(Ax) = px. Suponha que a série de Taylor de log ZG(w) é absolutamente convergente para
|w| ≤ p. Então, P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) > 0 .

Prova: Imediata se observamos as equivalências do Teorema 4.5 e o resultado de Shearer acima.
Porém, como exibiremos um novo lema garantindo que a probabilidade P(

⋂
x∈X Ax) é positiva

num polidisco que pode ser maior do que o estipulado pelo Lema de Lovász dependendo do grafo
G (usando justamente a convergência da série do logaritmo e o critério de Fernández e Procacci
que sobrepõe o de Dobrushin), apresentaremos a prova deste corolário usando diretamente o
resultado de Shearer. De fato, isso é reescrever parte das equivalências do teorema de Scott e
Sokal, e essa prova também é apresentada em [9].

Assim, para demonstrar este corolário considere, para cada ∅ 6= S ⊂ X,

P (S) =
∑

U :S⊆U⊆X
U∈I(G)

(−1)|U |−|S|
∏

x∈U

px =
∑

R⊆X\(S∪ΓG(S))

R∈I(G)

∏

x∈R

(−px)
∏

y∈S

py

= ZG(−p1X\S∪ΓG(S))
∏

y∈S

py. (4.50)
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Note que quando S não é independente, S é uma soma de zero parcelas e portanto nula.

A restrição de ZG(w) ao conjunto Kp =
∏

x∈X [−px, px] é uma função polinomial real e
portanto cont́ınua e positiva em K+

p =
∏

x∈X [0, px].

Como log ZG(w) é absolutamente convergente no polidisco |wx| ≤ px, a função partição
ZG(w) não tem zeros no mesmo polidisco |wx| ≤ px e portanto ZG(w) não possui zeros em
Kp =

∏
x∈X [−px, px].

Disso conclúımos que ZG(w) é positiva em todo ponto de Kp pois, como nunca se anula e é
cont́ınua e definida em um conexo, se assumisse também valores negativos, obrigatoriamente se
anularia em algum ponto de Kp.

Em particular P (∅) = ZG(−p) > 0 e ainda, como para todo S ⊂ X temos que o conjunto
KpSc =

∏
x∈X [−pSc

x , pSc

x ] está contido em Kp, onde pSc
= {pSc

x }x∈X e

pSc

x = (p.1X\S∪ΓG(S))x =





0 x ∈ S ∪ ΓG(S)

px caso contrário,
(4.51)

temos que ZG(w) é também positiva em KpSc e então ZG(−p1X\S∪ΓG(S)) ≥ 0.

Disto e da identidade (4.50) conclúımos que P (S) ≥ 0 para qualquer S ⊆ X e P (∅) =
ZG(−p) > 0. O resultado segue do teorema de Shearer.

Agora podemos provar o resultado fundamental obtido por Shearer que mostra que obter
condições onde a conclusão do Lema de Lovász é válida é equivalente a obter condições para que
a função partição (polinômio de conjuntos independentes) não se anule. Isso reduz o problema
a conseguir o maior polidisco posśıvel onde o logaritmo da função partição do gás de rede com
interação do tipo caroço duro seja uma função anaĺıtica pelo Teorema 4.5. A prova de que é
suficiente a analiticidade do logaritmo acabamos de dar na proposição acima.

É importante ressaltar que o Lema de Lovász não é equivalente a nenhum critério espećıfico
para a convergência, mas sim à convergência da série do logaritmo em si. Isso revela que da
mesma forma que apresentamos na sessão seguinte uma melhora do lema usando o novo critério
de Fernández e Procacci, eventuais novos critérios que surjam obrigatoriamente irão melhorar a
região onde o Lema de Lovász é eficiente.

Teorema 4.7. Pode-se aplicar o Lema Local de Lovász de modo a garantir que a probabilidade
do evento

⋂
i∈[n] Ai é positiva, onde (Ai)i∈[n] é uma famı́lia arbitrária de eventos com P(Ai) = pi

e grafo de dependência G se, e somente se, ZG(−p) > 0 e P (S) = (−1)|S|ZG(−p; S) ≥ 0, para
todo S ⊆ [n].

Prova: A prova da ida faremos por contraposição.
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Se ZG(−p) = 0 e P (S) ≥ 0 para qualquer S ⊆ [n], então é fácil ver que o lema de Lovász não
é eficiente pois, pelo Teorema de Shearer 4.6, é posśıvel construir uma famı́lia de eventos cujo
grafo de dependência é G, onde os eventos tem probabilidades (pi)i∈[n] mas que P(

⋂
i∈[n] Ai) =

P (∅) = ZG(−p) = 0.

Suponhamos agora que não seja verdade que P (S) = (−1)|S|ZG(−p; S) ≥ 0, para todo
S ⊆ [n]. Pelo Teorema 4.5 item (7), temos que p /∈ R(G) e lembrando que R(G) é um aberto
conexo [0,∞)n contendo o vetor nulo, segue do Teorema da Alfândega que qualquer caminho
cont́ınuo que tomarmos ligando p ao vetor nulo 0 certamente interceptará a fronteira de R(G) em
[0,∞)n. Portanto, existe um vetor p′ ≤ p com p′ ∈ ∂R(G) em [0,∞)n e então, pela Proposição
4.1, segue que ZG(−p′) = 0.

Temos que P (S) = (−1)|S|ZG(−p′; S) ≥ 0 para todo S ⊆ [n], pois p′ ∈ ∂R(G) e, para
cada S fixado a função que associa q ao número (−1)|S|ZG(−q; S) é cont́ınua e não negativa em
R(G), portanto não negativa também na fronteira ∂R(G).

Sabemos então, pelo Teorema 4.6, que é posśıvel construir uma famı́lia de eventos (Bi)i∈[n] em
um espaço de probabilidade (Ω,P(Ω), P̃) com P̃(Bi) = p′i, tal que G é um grafo de dependência
para a famı́lia (Bi)i∈[n] com ZG(−p′) = P̃(

⋂
i∈[n] Bi) = 0.

Construiremos um espaço de probabilidade e uma famı́lia de eventos (Ai)i∈[n] com P(Ai) = pi

tal que G é um grafo de dependência para a famı́lia e P(
⋂

i∈[n] Ai) = 0. O caso trivial é quando
algum dos p′i é 1 pois p′i ≤ pi e portanto, P(Ai) = 0, assim qualquer famı́lia (Ai)i∈[n] com
P(Ai) = pi satisfaz P(

⋂
i∈[n] Ai) = 0.

Assim vamos considerar o caso onde p′i < 1, para todo i ∈ [n].

Como no Teorema 4.6 consideramos o espaço mensurável (Ω,P(Ω)) onde Ω = {0, 1}n é o
conjunto das seqüências de zeros e uns e, P(Ω) é o conjunto das partes de Ω.

Tome a famı́lia dos cilindros (Bi)i∈[n], onde Bi = {(a1, ..., an) ∈ Ω : ai = 1} e a medida P̃
constrúıda no teorema.

Considere o espaço produto (Ω× Ω,P(Ω× Ω),P) com P definida por

P(
⋂

i∈S

Bi ×
⋂

j∈T

Cj) = P̃(
⋂

i∈S

Bi)
∏

j∈T

pj − p′j
1− p′j

, (4.52)

onde, fazendo a identificação natural de Ω×Ω com {0, 1}2n, para quaisquer S, T ⊆ [n] e i ∈ [n]:

Ci := {(a1, ..., a2n) ∈ Ω× Ω : ai+n = 1}
⋂

i∈S

Bi ×
⋂

j∈T

Cj := {(a1, ..., a2n) ∈ Ω× Ω : ai = 1 quando i ∈ S ∪ (n + T )}
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Bi := {(a1, ..., a2n) ∈ Ω× Ω : ai = 1}

Assim (Ci)i∈[n] é uma famı́lia independente de eventos e, definindo Ai = Bi ∪ Ci para cada
i ∈ [n], segue que G é um grafo de dependência para a famı́lia (Ai)i∈[n] e ainda:

P(Ai) = P(Bi ∪ Ci) = P(Bi) + P(Ci)− P(Bi ∩ Ci)

= p′i +
pi − p′i
1− p′i

− p′i.
pj − p′i
1− p′i

= p′i +
(1− p′i)(pj − p′i)

1− p′i
= pi. (4.53)

Conclúımos então que G é um grafo de dependência para a famı́lia (Ai)i∈[n] com P(Ai) = pi

e

P(
⋂

i∈[n]

Ai) = P(
⋂

i∈[n]

Bi ∪ Ci) = P(
⋂

i∈[n]

Bi ∩
⋂

i∈[n]

Ci) ≤ P(
⋂

i∈[n]

Bi) = P̃(
⋂

i∈[n]

Bi) = 0. (4.54)

A volta segue diretamente do Corolário 4.1.

4.3 A relação entre as cotas inferiores para P(
⋂

i∈[n] Ai)

Suponhamos que esteja fixado o grafo G e consideramos famı́lias (Ai)i∈[n] de eventos em espaços
de probabilidade tais que G é um grafo de dependência para estas.

O Lema Local de Lovász, Teorema 4.2, nos fornece um polidisco (definido pela condição de
Dobrushin) no qual é posśıvel obter a cota inferior para P(

⋂
i∈[n] Ai), a saber:

Se existem (rx)x∈X números em [0, 1) tais que, para cada x,

P(Ax) = px ≤ rx

∏

y∈Γ(x)

(1− ry). (4.55)

Então P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ∏
x∈X(1− rx) > 0.

A maneira de Shearer garantir que P(
⋂

i∈[n] Ai) é positiva é a mesma, é produzida uma cota
inferior para a probabilidade, esta cota inferior por hipótese é positiva e o Lema de Lovász está
provado. A diferença na abordagem de Shearer é que não é estipulado um poli-raio, exige-se
que P (S) = (−1)|S|ZG(−p;S) ≥ 0 para todo S ⊆ X e que ZG(−p) > 0, nestas hipóteses
P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) = P (∅) > 0.

Como vimos no Teorema 4.5 as hipóteses exigidas por Shearer são equivalentes à analiticidade
da função log ZG(w) no polidisco |w| ≤ p. Então agora basta lembrarmos que no polidisco
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definido pela condição (4.55) a função log ZG(w) é anaĺıtica (Teorema 2.39), ou seja, se vale
(4.55) então pelo Teorema de Shearer também temos que P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) = P (∅) > 0.

Assim conclúımos que se px ≤ rx
∏

y∈Γ(x)(1 − ry) para todo x ∈ X, então são válidas as
desigualdades:

P(
⋂

x∈X Ax) ≥ ∏
x∈X(1− rx) > 0 e P(

⋂
x∈X Ax) ≥ ZG(−p) > 0.

De fato, temos:

Proposição 4.2. Seja (Ai)i∈[n] uma famı́lia de eventos com P(Ai) = pi e grafo de dependência
G. Se pi ≤ ri

∏
j∈Γ(i)(1− rj) para qualquer i ∈ [n] então

P(
⋂

i∈[n]

Ax) ≥ ZG(−p) ≥
∏

i∈[n]

(1− ri) > 0 (4.56)

Prova: Faremos duas demonstrações destas desigualdades, a primeira prova é obtida observando
que na prova do Teorema 4.6 constrúımos uma famı́lia de eventos (Bi)i∈[n] com P(Bi) = pi tal
que G é um grafo de dependência para esta e ainda P(

⋂
i∈[n] Bi) = ZG(−p). Agora, aplicando

o Lema Local de Lovász na famı́lia (Bi)i∈[n] obtemos ZG(−p) ≥ ∏
i∈[n](1− ri) > 0. A primeira

desigualdade segue diretamente do fato de o polidisco proveniente da condição de Dobrushin
estar contido na região onde valem as hipóteses do Teorema 4.6.

A segunda demonstração segue diretamente do Critério de Dobrushin e é desta maneira que
procederemos na seção seguinte, mas lá usando o Critério de Fernández-Procacci.

4.4 Um Novo Lema

Como antes, em toda esta seção X denotará um conjunto finito e G um grafo tal que V (G) = X.

Lembrando a Seção 1.5.2, no gás de rede os poĺımeros são os vértices do grafo, e os elos
determinam quem são os vértices incompat́ıveis, sendo cada vértice incompat́ıvel com ele mesmo
e dois vértices distintos incompat́ıveis se, e somente se, existe um elo entre eles.

Seguindo a notação dos caṕıtulos iniciais, para cada x ∈ X definimos a partição restrita aos
vizinhos de x por:

ϕFP

x (µ) = Ξx(µ) = ZΓ∗(x)(µ) =
∑

T⊂Γ∗
G

(x)

T∈I(G)

∏

x∈T

µx

e a seguinte função auxiliar:

ϕ̃FP

x (µ) =
∑

T⊂ΓG(x)

T∈I(G)

∏

x∈T

µx. (4.57)
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Reescreveremos as séries usadas para obter os critérios de convergência no caso do gás de
poĺımeros abstratos para este caso espećıfico do gás de rede. (1.4),(1.5) e (1.6) se tornam,
respectivamente:

− log ZG(−ρ) = | log ZG|(ρ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑

(x1,...,xn)∈Xn

|φT (x1, ..., xn)|ρx1 · · · ρxn

|Σ|x(ρ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑
(x1,...,xn)∈Xn

∃i:xi=x

|φT (x1, ..., xn)|ρx1 · · · ρxn

|Π|x(ρ) =
∞∑

n=1

1
n!

∑

(x1,...,xn)∈Xn

|φT (x, x1, ..., xn)|ρx1 · · · ρxn .

E, é claro, para cada x ∈ X novamente teremos:

− ∂

∂ρx
log ZG(−ρ) = |Π|x(ρ)

− log ZG(−ρ) + log ZG\{x}(−ρ) = |Σ|x(ρ). (4.58)

Portanto,

|Σ|x(ρ) = ρx

∫ 1

0
|Π|x(ρ(α)) (4.59)

onde

ρy(α) =

{
ρy, se y 6= x

αρy, se y = x.

Estamos considerando 0 < ρ = {ρx}x∈X . Então, por (4.58), no polidisco {|wx| ≤ ρx}x∈X

temos:
− log ZG(−|w|) ≤ − log ZG(−ρ) ≤

∑

x∈X

|Σ|x(ρ) (4.60)

Conhecidos os teoremas de Shearer e o novo critério de convergência de Fernández-Procacci é
de se esperar que exista um teorema estilo Lema de Lovász que corresponde a este novo critério.

A versão do Lema de Lovász que apresentamos anteriormente, Teorema 4.2, que é devida a
Spencer e é a mais popular nos dias de hoje, não só nos fornece uma região onde existe a garantia
da probabilidade de nenhum dos eventos ocorrerem ser estritamente positiva, mas também nos
dá uma cota inferior para esta, como vimos na seção anterior.
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Antes de apresentarmos a versão do Lema de Lovász que corresponde ao critério de Fernández-
Procacci, provaremos um lema que nos dará uma cota inferior para a probabilidade neste caso.

Como a atividade 0 < ρ = {ρx}x∈X fará o papel das probabilidades e estamos interessados
na probabilidade de nenhum dos eventos ocorrerem, suporemos no próximo lema que para todo
x ∈ X :

0 < ρx < 1

Lema 4.2. Suponhamos que existam µ = {µx}x∈X números reais em [0, +∞) tais que, para
cada x:

ρx ≤ RFP

x =
µx

ϕFP
x (µ)

. (4.61)

Então, no polidisco {|wx| ≤ ρx}x∈X , temos

ZG(−|w|) ≥
∏

x∈X

(1− ρx)ϕ̃FP
x (µ) , (4.62)

onde ϕ̃FP

x (µ) é a função dada em 4.57 que não depende de µx e satisfaz

ϕFP

x (µ) = µx + ϕ̃FP

x (µ).

Prova: Para cada x ∈ X, retomamos a série ρxΠFP

x (ρ) definida em (1.21), que é o ponto fixo
do critério de Fernández-Procacci, conforme foi mostrado na Proposição 1.1. De fato, o que
conclúımos desta proposição é que se ρΠFP(ρ) = {ρxΠFP

x (ρ)}x∈X e ϕFP

x (µ) = {ϕFP

x (µ)}x∈X ,
então ρΠFP(ρ) é um ponto fixo da aplicação

T ρ ≡ {Tρ
x }x : [0,∞)X −→ [0,∞)X

Tρ
x(·) = ρxϕFP

x (·), (4.63)

isto é,
ρxΠFP

x (ρ) = Tρ
x

(
ρΠFP(ρ)

)
. (4.64)

Como o Teorema 1.3 nos garante que se ρx ≤ RFP

x = µx

ϕFP
x (µ)

então,

ρx|Π|x(ρ) ≤ ρxΠFP

x (ρ) ≤ µx, (4.65)

conseqüentemente, as séries |Π|x(ρ) e ΠFP

x (ρ) convergem.

Agora observamos o seguinte: sendo ρxΠFP

x (ρ) ponto fixo, segue que

ρxΠFP

x (ρ) = ρxϕFP

x (ρΠFP(ρ)).
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Usando a monotonicidade da função ϕ̃FP

x (µ) em relação à µ e a desigualdade (4.65) temos

ΠFP

x (ρ) = ϕFP

x (ρΠFP(ρ)) = ρxΠFP

x (ρ) + ϕ̃FP

x (ρΠFP(ρ))

≤ ρxΠFP

x (ρ) + ϕ̃FP

x (µ). (4.66)

Então, como para todo x ∈ X temos que |Π|x(ρ) ≤ ΠFP

x (ρ) e 0 < ρx < 1, de (4.66) obtemos

|Π|x(ρ) ≤ ϕ̃FP

x (µ)
1− ρx

.

Integrando e usando a identidade (4.59) segue que

|Σ|x(ρ) = ρx

∫ 1

0
|Π|x(ρ(α)) ≤ ρx

∫ 1

0

ϕ̃FP

x (µ)
1− αρx

dα = − log [1− ρx]ϕ̃
FP
x (µ) (4.67)

Somando a desigualdade (4.67) em X,

∑

x∈X

|Σ|x(ρ) ≤ − log

[ ∏

x∈X

[1− ρx]ϕ̃
FP
x (µ)

]
.

De (4.60), obtemos que se ρx ≤ RFP

x , então,

log ZG(−|w|) ≥ log ZG(−ρ) ≥ −
∑

x∈X

|Σ|x(ρ) ≥ log

[ ∏

x∈X

[1− ρx]ϕ̃
FP
x (µ)

]
,

donde conclúımos
ZG(−|w|) ≥ ZG(−ρ) ≥

∏

x∈X

[1− ρx]ϕ̃
FP
x (µ) .

Agora podemos enunciar o principal resultado deste caṕıtulo:

Teorema 4.8. Suponha que G é um grafo de dependência para a famı́lia de eventos (Ax)x∈X

em um espaço de probabilidade (Ω,A,P) e que existem µ = {µx}x∈X números reais em [0,+∞)
tais que, para cada x ∈ X, P(Ax) = px satisfaz:

px ≤ RFP

x ≡ µx

ϕFP
x (µ)

=
µx

ZΓ∗(x)(µ)
. (4.68)

Então,
P(

⋂

x∈X

Ax) ≥ ZG(−p) ≥
∏

x∈X

(1− px)ϕ̃FP
x (µ) > 0.
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Prova: Conseqüência da combinação dos seguintes resultados: Teorema de Shearer 4.6; do
Corolário 4.2, ou melhor, da prova deste corolário o qual mostra que a analiticidade do logaritmo
da função partição implica nas hipóteses do teorema de Shearer; do critério de Fernández-
Procacci 1.3 e do lema anterior.

Comparação entre as cotas inferiores:

Assim como no lema Lovász usual, onde mostramos que dentro do polidisco proveniente
do Critério de Dobrushin (R

D

x )x∈X , t́ınhamos a desigualdade ZG(−p) ≥ rx
∏

y∈Γ(x)(1 − ry) e
esta cota inferior era válida se px ≤ rx

∏
y∈Γ(x)(1 − ry). Neste novo lema obtemos uma região

maior onde a probabilidade de nenhum dos eventos ocorrer é positiva e a cota inferior obtida é∏
x∈X (1− px)ϕ̃FP

x (µ).

Nossa nova cota será melhor do que a do Lema de Lovász usual se para cada x ∈ X tivermos:

1− rx =
1

1 + µx
≤ (1− px)ϕ̃FP

x (µ)

ou seja,

px ≤ Rx ≡ 1−
(

1
1 + µx

)1/ϕ̃FP
x (µ)

Lema 4.3. Para os poli-raios dos polidiscos onde o Lema de Lovász é eficiente (o usual e a
nova versão) valem as seguintes desigualdades:

RFP

x ≥ Rx ≥ R̃FP

x ≡ µx

(1 + µx) ϕ̃FP
x (µ)

≥ RD

x (4.69)

Prova: Lembremos que pela desigualdade de Bernoulli sabemos que (1 + a)b ≤ 1 + ab se a ≥ −1
e 0 ≤ b ≤ 1. Fazendo a = rx e b = 1/ϕ̃FP

x (µ) obtemos

(
1

1 + µx

)1/ϕ̃FP
x (µ)

= (1− rx)1/ϕ̃FP
x (µ) ≤ 1− rx

ϕ̃FP
x (µ)

(4.70)

donde

Rx = 1−
(

1
1 + µx

)1/ϕ̃FP
x (µ)

= 1− (1− rx)1/ϕ̃FP
x (µ) ≥ rx

ϕ̃FP
x (µ)

= R̃FP

x (4.71)

Como (1 + µx) ϕ̃FP

x (µ) ≤ ϕD

x (µ) temos que R̃FP

x ≥ RD

x .

Vale a pena ressaltar que todas as desigualdades são estritas, menos no caso onde ϕ̃FP

x (µ) = 1,
ou seja, µy = 0 para todo y ∈ ΓG(x).
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A conclusão é que melhoramos a cota inferior da probabilidade dentro do polidisco original
de Dobrushin {px ≤ RD

x } e ainda numa região um pouco maior {px ≤ Rx}.

Igualmente como no caso do Lema de Lovász usual, o seguinte resultado é imediato:

Teorema 4.9. Suponha que G é um grafo de dependência assimétrico para a famı́lia de eventos
(Ax)x∈X em um espaço de probabilidade (Ω,A,P) e que existem µ = {µx}x∈X números reais em
[0, +∞) tais que, para cada x ∈ X temos que P(Ax) = px satisfaz:

px ≤ RFP

x ≡ µx

ϕFP
x (µ)

=
µx

ZΓ∗(x)(µ)
. (4.72)

Então,
P(

⋂

x∈X

Ax) ≥ ZG(−p) ≥
∏

x∈X

(1− px)ϕ̃FP
x (µ) > 0. (4.73)

O Lema local de Lovász é usado em centenas de artigos de combinatória, Teoria dos Grafos
e outras áreas, a seguir aplicamos nossa versão em alguns exemplos para mostrar a melhora nas
estimativas em relação a versão usual do lema. O caṕıtulo 5 inteiro de [3] pode ser reescrito com
esta nova versão do lema, apresentamos apenas alguns.

4.5 Aplicações

Apresentamos agora alguns resultados onde usamos nossa nova versão do Lema de Lovász com-
parando com os resultados obtidos usando o Lema de Lovász usual.

Proposição 4.3. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau máximo ∆ e seja
V = V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vn uma partição do conjunto dos vértices V em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto Vi tenhamos |Vi| ≥ 4∆. Então existe um
conjunto independente W ⊆ V de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada
Vi.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que para cada conjunto Vi temos |Vi| = k,
onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos Vi, 1 ≤ i ≤ n. O caso geral segue deste
usando o grafo induzido por G em uma união de n subconjuntos de cardinalidade k, cada um
deles subconjunto de um dos Vi.

Escolhemos um conjunto W de n vértices como segue: em cada conjunto Vi escolhemos,
aleatoriamente e independentemente, um único vértice de acordo com a distribuição uniforme,
isto é, em cada Vi a probabilidade de um vértice ser escolhido é 1/k.
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Para cada elo ab ∈ E, seja Wab o evento “W contém ambos os vértices a e b”. Então
P(Wab) = 0, se a e b são elementos do mesmo Vi e P(Wab) = 1/k2 = p, se a ∈ Vi e b ∈ Vj , com
i 6= j. Note que, se os vértices a e b pertencem a Vi ∪ Vj temos que o evento Wab é mutuamente
independente da famı́lia de eventos composta por todos os outros eventos Wcd tais que nem c e
nem d pertencem a Vi ∪ Vj .

Assim, existe um grafo de dependência H = ((Wab)ab∈E(G), E(H)) para a famı́lia de eventos
(Wab)ab∈E(G) com grau máximo menor ou igual a 2k∆. Podemos tomar H sendo o grafo de
dependência para a famı́lia (Wab)ab∈E(G) com menor número de elos posśıvel, ou seja, existirá
um elo de H entre dois eventos Wab e Wcd se, e somente se, Wab e Wcd forem dependentes.

Seja {a, b} ⊂ Vi∪Vj . Pela definição do grafo H temos que se Wcd ∈ ΓH(Wab), então c ∈ Vi∪Vj

ou d ∈ Vi ∪ Vj , donde segue que |ΓH(Wab)| ≤ 2k∆. O valor 2k∆ é obtido observando que cada
vértice de Vi está ligado a no máximo ∆ vértices de G e que Vi possui k vértices, isso totaliza k∆
elos incidentes em algum elemento de Vi. O mesmo é válido para Vj totalizando 2k∆, podendo
alguns elos de G terem sido contados duas vezes.

Para aplicar o Teorema 4.8 usando o grafo de dependência H temos que calcular ou pelo
menos dar uma cota superior para ZΓ∗H (Wab), onde ab é um elo arbitrário de G.

Em vista disso, precisamos de uma cota superior para o número de pares de eventos {Wcd,Wfg}
independentes em H que sejam adjacentes a Wab. Claramente o número de pares não excede
k2∆2, pois temos no máximo k∆ eventos Wcd adjacentes a Wab tais que ou c ou d não pertence
a Vi ∪ Vj .

Não existem trincas {Wcd,Wef ,Wgh} de eventos adjacentes a Wab e independentes dois a
dois em H. De fato, se {a, b} ⊂ Vi ∪ Vj já vimos que se Wcd ∈ ΓH(Wab), então c ∈ Vi ∪ Vj

ou d ∈ Vi ∪ Vj , o mesmo vale para Wef e Wgh. Assim, cada um dos eventos do conjunto
{Wcd,Wef ,Wgh} deveria satisfazer as seguintes condições simultaneamente: cada um dos seus
ı́ndices (elos de G) deveria ter pelo menos um vértice em Vi ∪ Vj e os eventos deveriam ser
independentes dois a dois, o que é imposśıvel. Assim:

ZΓ∗H (Wab) ≤ 1 + 2k∆µ + k2∆2µ2

e, para aplicar o Teorema 4.8 usando o grafo de dependência H, observamos que

f(µ) =
µ

ZΓ∗H (Wab)
≥ µ

1 + 2k∆µ + k2∆2µ2
,

onde µ = (µab)ab∈E(G) é tal que µab = µ > 0 para todo ab ∈ E(G).

Como o lado direito da desigualdade acima assume seu valor máximo em µ0 = 1
k∆ , pelo

Teorema 4.8, se p ≤ 1/4k∆ ≤ f(µ0) então a probabilidade de nenhum dos eventos da famı́lia
(Wab)ab∈E(G) ocorrer é positiva. Em particular, com probabilidade positiva nosso conjunto
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aleatório W é um conjunto independente de vértices de G contendo exatamente um vértice de
cada Vi.

Isso conclui a prova, pois p = 1/k2 e então p ≤ 1/4k∆ se, e somente se, k ≥ 4∆.

Se usássemos o Lema de Lovász original precisaŕıamos exigir que |Vi| ≥ 2e∆ ao invés de
|Vi| ≥ 4∆, ver [3] pág. 70. Esse exemplo serve para ilustrar a melhora do lema usando o novo
critério de Fernández-Procacci, no entanto, utilizando outras técnicas e não o Lema de Lovász
é posśıvel mostrar que a Proposição 4.3 é válida ainda com 2∆ no lugar de 4∆, sendo este o
menor valor posśıvel, ver [44].

Exemplo: Marcamos k.n pontos coloridos com n cores ao longo de um ćırculo, k pontos
de cada cor. Se k ≥ 8 então existe um conjunto de n pontos que não são vizinhos no ćırculo
contendo exatamente um ponto de cada cor.

Prova: Segue imediatamente da Proposição (4.3), pra ver isto basta definir que dois pontos são
adjacentes em G quando são vizinhos no ćırculo.

Usando a versão standard do Lema é preciso exigir k ≥ 11 para o mesmo exemplo.

Proposição 4.4. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau máximo ∆ e seja
V = V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vn uma partição do conjunto dos vértices V em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto Vi tenhamos |Vi| ≥ 9∆√

8
. Então existe um

conjunto de vértices W ⊆ V de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada Vi

cujo o grau máximo do grafo induzido 〈W 〉 é 1. Ou seja, 〈W 〉 é formado por vértices isolados e
elos independentes.

Prova: A prova é muito semelhante à da proposição anterior. Assumimos que cada conjunto Vi

tem cardinalidade k, onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos Vi, 1 ≤ i ≤ n.

Escolhemos um conjunto W de n vértices, um de cada conjunto Vi, aleatoriamente e inde-
pendentemente segundo a distribuição uniforme em cada Vi.

Seja T o conjunto de trincas de vértices t = {a, b, c} de G tais que o grafo induzido 〈t〉 contém
pelo menos dois elos de G. Para cada t ∈ T consideramos Wt o evento “W contém todos os
vértices de t”.

Assim, P(Wt) = p = 1/k3, se todos os três vértices de t pertencem a diferentes Vi e P(Wt) = 0,
caso contrário. Se a ∈ Vi, b ∈ Vj e c ∈ Vk, então o evento Wt é mutuamente independente da
famı́lia de eventos composta por todos os outros eventos Wt′ tais que todos os vértices de
t′ = {a′, b′, c′} não pertencem a Vi ∪ Vj ∪ Vk.

Então, existe um grafo de dependência H = ((Wt)t∈T , E(H)) para a famı́lia de eventos
(Wt)t∈T com grau máximo menor ou igual a 9k∆2

2 . Podemos tomar H sendo o grafo de de-
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pendência para a famı́lia (Wt)t∈T com menor número de elos posśıvel, ou seja, existirá um elo
de H entre dois eventos Wt e Wt′ se, e somente se, Wt e Wt′ forem dependentes.

Seja t = {a, b, c} ⊂ Vi ∪Vj ∪Vk. Pela definição do grafo H temos que se Wt′ ∈ ΓH(Wt) então
a′ ∈ Vi ∪ Vj ∪ Vk ou b′ ∈ Vi ∪ Vj ∪ Vk ou c′ ∈ Vi ∪ Vj ∪ Vk, disto segue que |ΓH(Wt)| ≤ 9k∆2

2 . O
valor 9k∆2

2 é obtido observando que cada vértice de Vi está ligado a no máximo ∆ vértices de G

e que Vi possui k vértices. Isso totaliza k∆ elos incidentes em algum elemento de Vi, cada elo
destes é adjacente a no máximo (∆− 1) outros elos em cada um de seus vértices, resultando no
máximo de 3k∆2

2 elementos t′ ∈ T tais que Wt′ ∈ Γ∗H(Wt) e t′ possui pelo menos um vértice em
Vi. O mesmo é válido para Vj e Vk, donde segue que |Γ∗H(Wt)| ≤ 9k∆2

2 . Na verdade, pode-se
afirmar que |Γ∗H(Wt)| ≤ 9k∆.(∆−1)

2 mas usaremos a cota mais grosseira.

Para aplicar o teorema 4.8 usando o grafo de dependência H temos que calcular, ou pelo
menos dar uma cota superior para ZΓ∗H (Wt), onde t ∈ T .

Fazendo uma análise parecida com a da proposição anterior temos que:

ZΓ∗H (Wt) ≤ 1 +
9
2
k∆2µ + 3

(
3
2
k∆2

)2

µ2 +
(

3
2
k∆2

)3

µ3 =
(

1 +
3
2
k∆2µ

)3

(4.74)

e, portanto,

f(µ) =
µ

ZΓ∗H (Wt)
≥ µ(

1 + 3
2k∆2µ

)3 , (4.75)

onde µ = (µt)t∈T é tal que µt = µ > 0, para todo t ∈ T .

Derivando e igualando a zero a expressão do lado direito da desigualdade acima, o valor para
o qual a expressão assume seu valor máximo é µ0 = 1

3k∆2 .

Pelo Teorema 4.8, se p ≤ 8
81k∆2 ≤ f(µ0) então a probabilidade de nenhum dos eventos da

famı́lia (Wt)t∈T ocorrer é positiva. Em particular, com probabilidade positiva, nosso conjunto
aleatório W é tal que 〈W 〉 é formado por vértices isolados e elos independentes contendo um
vértice de cada Vi.

Isso prova a proposição, pois p = 1
k3 e então p ≤ 8

81k∆2 se, e somente se, k ≥ 9∆√
8
∼= 3, 18∆.

Em 1991, Filip Guldan [41] havia obtido o mesmo resultado usando o lema de Lovász usual.
A condição exigida por Guldan foi k ≥ 7∆

2 . De fato, Guldan comete um pequeno erro quando
estima o grau do grafo de dependência, no entanto, seu objetivo é melhorar as cotas no problema
da Arvoricidade Linear [1, 2, 5, 77].

O problema da Arvoricidade Linear é resolvido usando técnicas espećıficas da Teoria dos
Grafos quando o grau é pequeno e, quando a cintura do grafo é suficientemente grande, a
prova se baseia na Proposição 4.3. Portanto, este também é apenas um exemplo para fazer um
comparativo entre as diferentes versões do Lema de Lovász.
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O próximo exemplo traz uma nova cota que até então não era posśıvel de ser obtida sem o uso
do Método Probabiĺıstico e da nova versão apresentada aqui do Lema de Lovász. E também serve
para mostrar a necessidade do grafo de dependência assimétrico para determinados problemas.

Latin Transversal

Definição 4.7. Seja A uma matriz n× n com entradas aij. Suponha que aij são inteiros para
todo ij = 1, . . . , n. Uma permutação σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} : i 7→ σ(i) é chamada Latin
transversal de A se as entradas aiσ(i) com i = 1. . . . , n são todas distintas.

Proposição 4.5. Seja A uma matriz n × n e k ≤ (n − 1)/(256/27). Suponha que nenhum
inteiro aparece em mais do que k entradas de A. Então A tem um Latin transversal.

Prova: Seja σ uma permutação de {1, 2, . . . , n} escolhida aleatoriamente de acordo com distri-
buição uniforme. Denote por T o conjunto de todas as quatro-uplas ordenadas (i, j, i′, j′) tais
que i < i′, j 6= j′ e aij = ai′j′ . Para cada (i, j, i′, j′) ∈ T , seja Aiji′j′ o evento que σ(i) = j e
σ(i′) = j′.

Claramente, Aiji′j′ tem probabilidade 1
n(n−1) de ocorrer e qualquer permutação σ tal que

Aiji′j′ ocorre não é Latin transversal. Por isso, um Latin transversal de A existe quando uma
probabilidade não-nula de nenhum do eventos Aiji′j′ ocorrerem existe. Definimos, então, um
grafo G cujo conjunto de vértices é T , onde dois vértices (i, j, i′, j′) e (p, q, p′, q′) são adjacentes
se, e somente se, {i, i′} ∩ {p, p′} 6= ∅ ou {j, j′} ∩ {q, q′} 6= ∅.

Esse grafo tem grau máximo menor do que 4nk. De fato, para (i, j, i′, j′) fixos, podemos
escolher (s, t) de 4n maneiras diferentes com s ∈ {i, i′} ou t ∈ {j, j′} para (i, j, i′, j′) dados, e
então, uma vez (s, t) é escolhido, temos menos do que k escolhas para (s′, t′) diferente de (s, t),
tal que ast = as′t′ , uma vez que, por hipótese, existem no máximo k entradas de A com o mesmo
valor.

Assim, temos menos do que 4nk quatro-uplas (s, t, s′, t′) tais que s = i ou s = i′ ou t = j

ou t = j′, com ast = as′t′ . Agora, para cada uma das quatro-uplas (s, t, s′, t′), podemos associar
as quatro-uplas (p, q, p′, q′) = (s, t, s′, t′) se s < s′ ou as quatro-uplas (p, q, p′, q′) = (s′, t′, s, t) se
s′ < s.

Não é dif́ıcil ver que G é um grafo de dependência assimétrico para a famı́lia de eventos
Aiji′j′ , ou seja

P(Aiji′j′ |
⋂

(p,q,p′,q′)∈Y

Apqp′q′) ≤ 1
n(n− 1)

para quaisquer (i, j, i′, j′) ∈ T e qualquer conjunto Y dos membros de T que não são adjacentes
em G para (i, j, i′, j′). Portanto, podemos aplicar Teorema 4.3 para o grafo lopsidependency G

com o conjunto de vértices T descritos acima. Tome µx = µ > 0, para todo x ∈ T , e observe que
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o conjunto de vértices em Γ∗G((i, j, i′, j′)) é, pela construção anterior, a união de 4 subconjuntos,
cada um com cardinalidade máxima nk tais que todos os vértices em cada um desses quatro
subconjuntos são adjacentes. Logo, para tal grafo G,

ϕ∗(i,j,i′,j′)(µ) ≤ (1 + nkµ)4

e
µ

ϕ∗(i,j,i′,j′)(µ)
≥ µ

(1 + nkµ)4
≡ f(µ).

Como o lado direito assume seu valor máximo em µ0 = 1
3nk , podemos usar o Teorema 4.3 na

região p = 1
n(n−1) ≤ 27/256nk = f(µ0), o que é equivalente a dizer que k ≤ (n−1)/(256/27).

A mesma proposição com 4e em vez de 256/27 é provada em [3] pág. 73, usando a versão
do Lema Local de Lovász usual.
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Trabalhos Futuros

Como vimos, no importante modelo do gás de subconjuntos finitos, o Critério de Gruber-Kunz-
Fernández-Procacci possui demonstrações utilizando as três técnicas:

• usando as equações de Kirkwood-Salzburg, primeiramente feita por Gruber e Kunz [43] e,
de maneira bem mais simples nesta tese;

• cotando diretamente os coeficientes de Ursell, feita por Fernández e Procacci em [32];

• por indução, prova também apresentada aqui.

No entanto, no caso do gás de poĺımeros abstratos, ainda é um problema em aberto provar o
Critério de Fernández-Procacci através de um outro método que não seja usando combinatória
e identidades grafo-árvore.

Sobre a parte do Lema de Lovász e o teorema obtido aqui, são centenas de artigos que
utilizam o Lema Local de Lovász, fizemos apenas alguns exemplos.

Outra direção é investigar se existe um teorema dentro de Mecânica Estat́ıstica que seja o
representante do Lema de Lovász para grafos orientados, veja Caṕıtulo 4 de [3] para o teorema
e exemplos.

Esta útima questão foi levantada por Scott e Sokal e o problema continua sem resposta.

Scott e Sokal ainda chamaram a atenção para o fato de que o lema no caso de grafos orien-
tados precisa de outro objeto matemático, diferente da função partição, para ser formulado em
Mecânica Estat́ıstica. Isso se deve ao fato da interação W (x, y) ser simétrica e, portanto, não
detecta a orientação dos elos.
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Apêndice A

Prinćıpio de Inclusão-Exclusão

Notação A.1. Dados dois conjuntos T e Z. O śımbolo δT,Z assume o valor 1 quando T = Z e
zero caso contrário.

Lema A.1. (Prinćıpio de Inclusão-Exclusão)

Seja X um conjunto finito. Considere o seguinte espaço vetorial real de funções V = {f :
2X → R} e a seguinte aplicação linear φ : V → V definida por

φf(T ) =
∑

Y :Y⊇T

f(Y ). (A.1)

Então φ é inverśıvel e
φ−1f(T ) =

∑

Y :Y⊇T

(−1)|Y−T |f(Y ). (A.2)

Prova: Seja ψ : V → V definida por

ψf(T ) =
∑

Y :Y⊇T

(−1)|Y−T |f(Y ). (A.3)

Então segue que

(ψ ◦ φ)f(T ) = ψ(φf(T )) =
∑

Y :Y⊇T

(−1)|Y−T |φf(Y ) (A.4)

=
∑

Y :Y⊇T

(−1)|Y−T | ∑

Z:Z⊇Y

f(Z) (A.5)

=
∑

Z:Z⊇T

∑
Y :

T⊆Y⊆Z

(−1)|Y−T |f(Z) (A.6)

=
∑

Z:Z⊇T

δT,Zf(Z) = f(T ). (A.7)
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Apêndice B

Reticulados e Pontos Fixos

Seja S um conjunto.

Notação: Escreveremos a ≤ b para indicar que (a, b) ∈ R, onde R é uma relação R ⊆ S×S.

Definição B.1. Uma relação R ⊆ S × S é dita uma ordem parcial em S quando satisfaz as
seguintes condições:

(i) x ≤ x, ∀ x ∈ S. (reflexividade)

(ii) Se x ≤ y e y ≤ x então x = y. (anti-simetria)

(iii)Se x ≤ y e y ≤ z então x ≤ z. (transitividade)

Definição B.2. Um conjunto S munido de uma ordem parcial ≤ é dito parcialmente orde-
nado.

Notação: (S,≤).

Definição B.3. Seja X ⊆ S, onde (S,≤) é parcialmente ordenado. Dizemos que a ∈ S é um
limite superior (inferior) de X quando x ≤ a (a ≤ x), ∀ x ∈ X.

Definição B.4. Seja X ⊆ S, onde S é parcialmente ordenado. Dizemos que a ∈ S é o supremo
(́ınfimo) de X quando a é o menor (maior) dos limites superiores (inferiores) de X. Ou seja,
a ≤ a′ (a′ ≤ a) para todo a′ limite superior (inferior) de X.

A unicidade tanto do ı́nfimo quanto do supremo (quando estes existem) de qualquer subcon-
junto de S segue da anti-simetria.

Definição B.5. Um conjunto parcialmente ordenado (L,≤) é chamado de reticulado quando
todos os subconjuntos com exatamente dois elementos de L tiverem supremo e ı́nfimo.
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Notação: Seja (L,≤) um reticulado. O supremo de um subconjunto de dois elementos
{a, b} ⊆ L será denotado por a ∨ b e o ı́nfimo por a ∧ b.

Exemplo B.1. Considere ([0, +∞],≤) munido da ordem ≤ usual da reta estendida, neste caso
um ordem total. Este é um exemplo onde o supremo dos conjuntos de dois elementos é um dos
dos elementos do conjunto, ou seja, a ∨ b = max{a, b}. Analogamente, a ∧ b = min{a, b}
Definição B.6. Seja (L,≤) um reticulado. Se todo subconjunto X ⊆ L possui supremo e
ı́nfimo então chamaremos L de reticulado completo. Estes serão denotados por supX e
inf X, respectivamente.

Observação B.1. Note que no caso de X = ∅ temos que supX = inf L e inf X = supL.

Exemplo B.2. Seja P um conjunto enumerável e considere L o seguinte conjunto de funções
L = {f : 2P → [0,+∞]}. Tome (L,≤) onde ≤ é a ordem parcial pontual, ou seja, f ≤ g quando
f(X) ≤ g(X) para qualquer subconjunto de P. Agora é fácil de ver que (L,≤) é um reticulado
completo.

Note ainda neste exemplo que se {f, g} ⊆ L, então (f ∨ g)(X) = max{f(X), g(X)} e (f ∧
g)(X) = min{f(X), g(X)}. O reticulado (L,≤) é completo devido ao fato de L conter as funções
constantes f ≡ 0 e g ≡ +∞.

Exemplo B.3. L = [0, +∞]P novamente com a ordem parcial pontual é um reticulado completo.

Definição B.7. Seja (L,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Diremos que φ : L → L é
crescente se φ(x) ≤ φ(y) quando x ≤ y.

Teorema B.1. (Teorema do Ponto Fixo de Knaster-Tarski) Seja (L,≤) um reticulado
completo e φ : L → L crescente. Então o conjunto P dos pontos fixos de φ (φ(x) = x) é
não-vazio e (P,≤) é um reticulado completo.

Antes da prova observe que o teorema acima garante a existência de um ponto fixo máximo,
ou seja, um elemento M ∈ L tal que φ(M) = M e x ≤ M para todo x ∈ P . E ainda, um ponto
fixo mı́nimo m que satisfaz m ≤ x para todo x ∈ P , podendo inclusive ocorrer de ambos
serem iguais. Isso ocorre porque apesar de P ser um subconjunto de um reticulado completo,
o supremo ou ı́nfimo de P poderiam não pertencer ao conjunto, o que não ocorre pois (P,≤) é
um reticulado completo.

Prova: Tome A = {x ∈ L : φ(x) ≤ x}. Como L é completo existe inf A = z ∈ L tal que
z ≤ x para todo elemento x ∈ A e, sendo φ crescente, temos que φ(z) ≤ φ(x) ≤ x. Ou seja, φ(z)
é limite inferior para A e, pela definição de ı́nfimo, segue que φ(z) ≤ z.

Do fato de φ ser crescente obtemos φ(φ(z)) ≤ φ(z), e isso implica que φ(z) ∈ A. Assim,
como z é o ı́nfimo de A, temos que z ≤ φ(z), donde φ(z) = z.
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Agora que já sabemos que P é não-vazio, ainda vale a pena observar que inf P = inf A = z.
De fato, como P ⊆ A temos z ≤ inf P . Por outro lado, já provamos que z é ponto fixo, donde
segue que z ≥ inf P , ou seja, z = inf P = m.

Analogamente, supP = sup{x ∈ L : x ≤ φ(x)} = M ∈ P .

Resta provar que (P,≤) é um reticulado completo. Para isso primeiramente observe que os
intervalos fechados [a, b] em L são reticulados completos, onde [a, b] = {x ∈ L : a ≤ x ≤ b}.

Seja Y ⊆ P . Se provarmos que φ(B) ⊆ B onde B = [supY, supP ], podemos restringir φ

ao reticulado completo (B,≤) e então, pelo que já provamos, sabemos que os pontos fixos da
restrição é um conjunto que contém seu supremo e ı́nfimo. Ou seja, existe um mB que é o ponto
fixo mı́nimo desta restrição, donde seque que mB é o menor dos limites superiores de Y em P ,
ou seja, supY = mB. Assim, φ(supY ) = supY ∈ P .

Agora, se y ≤ supY ≤ z então y = φ(y) ≤ φ(supY ) ≤ φ(z), para qualquer y ∈ Y e z ∈ B.

Assim, supY ≤ φ(supY ) ≤ φ(z), para qualquer z ∈ B e portanto, φ(B) ⊆ B.

Para o ı́nfimo de Y a prova é análoga. E assim provamos que todo subconjunto de Y ⊆ P

possui um supremo e ı́nfimo em P , ou seja, (P,≤) é um reticulado completo.

Este resultado foi provado por Tarski em 1955 e muitas vezes é enunciado como Teorema
do ponto fixo de Tarski. O motivo do nome de Bronislaw Knaster aparecer no resultado é
que em 1928 o mesmo teorema havia sido provado por ele no caso particular do reticulado de
subconjuntos de um conjunto, onde a ordem parcial era a da inclusão.

Definição B.8. Seja (L,≤) um reticulado. Dizemos que uma função φ : L → L é cont́ınua se
para toda seqüência (xn)n∈N crescente (xn ≤ xn+1) em L tivermos sup

n
φ(xn) = φ(sup

n
xn).

Observação B.2. Toda função cont́ınua é crescente. De fato, seja φ cont́ınua, se x ≤ y então
por continuidade segue que φ(y) = sup{φ(x), φ(y)} donde φ(x) ≤ φ(y).

É posśıvel obter de uma maneira construtiva o ponto fixo minimal de uma função crescente
quando esta for cont́ınua:

Teorema B.2. (Teorema do Ponto Fixo de Tarski-Kantorovitch) Se (L,≤) é um reti-
culado completo e φ : L → L é cont́ınua então φ tem um ponto fixo e o ponto fixo mı́nimo é
igual a sup

n
φn(inf L).

Prova: Seja x0 = inf L. Como φ é cont́ınua e então crescente, a seqüência x0 ≤ φ(x0) ≤
φ2(x0) ≤ ... é crescente. É fácil ver que para qualquer n temos φn(x0) ≤ m onde m é o ponto
fixo mı́nimo de φ. Assim, supn φn(x0) ≤ m e ainda, como a seqüência φn(x0) é crescente e φ é
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cont́ınua temos que supn φn(x0) = supn φn+1(x0) = φ(supn φn(x0)), ou seja, supn φn(x0) é um
ponto fixo de φ.

Sendo m é o menor ponto fixo para φ, segue que m ≤ supn φn(x0) e como já sab́ıamos que
supn φn(x0) ≤ m, conclúımos que m = supn φn(x0).

O teorema pode ser enunciado de maneira mais geral, ver [23] pág. 26.
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